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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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0РБЛЙШВ1Е ШОРА КЪ ПЕРВОМУ ИЗДШЮ. 

Не сл'Ьдуя вполн^^ въ изложеши * Теорш сравнешй сочине- 
шямъ Лежандра: ТЫогге йез потЪге&^я Гаусса: ^^8^игди^опе8 
агМтгеШае, я считаю необход имымъ объясн9ть причины, за- 
ставивш1я меня сд'Ьлать отступлея1я отъ ртихъ превосходныхъ 
сочиненШ двухъ веливихъ Геометровъ. Для этого я войду въ 
н^^воторыя подробности объ этихъ сочинешяхъ и о современномъ 
инъ еостояши Теорш чиселъ. 

Эйлеромъ положено начало всЪхъ изыскашй, составляющихъ 
обилую часть Теорш шселъ. Въ этихъ изасван1яхъ Эйлеру пред- 
шествовалъ Ферматъ; онъ первый началъ заниматься изсл'Ьдо- 
вашемъ свойствъ чиселъ въ отношенхи ихъ способности удов- 
летворять неопред^леннымъ уравненхямъ того или другаго вида^ 
и результатомъ его изыскан1й было открытхе многихъ общихъ 
. теоремъ Теорхн чиселъ. Но языскан1я этого Геометра не им&[и 
непосредственнаго влхяша на развитхе науки: его предложёшя 
остались безъ довазательствъ и безъ приложешй. Въ этомъ 
С0СТ0ЯН1И открытая Фермата служили только вызывомъ Гео- 
метровъ на изысванхя въ Теорш чиселъ. Но не смотря на весь 
интересъ этихъ изысвашй, до .Эйлера на нихъ никто не вызы- 
вался. И его понятно: эти нзысвашя требовали не &овыхъ при- 
ложешй пр1емовъ уже изв'Ьстныхъ и не новнхъ развит1й пр]е- 
мовъ, прежде употреблявшихся; эти изыскашя требовали созда- 
шя новыхъ прхеиовъ , отврытк црвыхъ началъ, однимъ словомъ 
основашя новой науки. Это сделано было Эйлеромъ. 

Между многими изыскан1ями Эйлера въ Теор1И чиселъ наи- 
более имЬли ВЛ1ЯШЯ на усп%хъ этой науви изысванк его по 
ел&дующимъ двумъ нредметамъ: 1) о степеняхъ чиселъ въ от- 
новхеши остатковъ, получаемыхъ при дЪленш ихъ на данное чи- 
сло и 2) о числахъ, представляющихъ сумму двухъ чиселъ, изъ 
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воторнхъ одно есть ввадратъ, а другое произведете квадрата 
на данное чпсю. Первня положили основаше теорш указате- 
лей, еравнен1й двучленннхъ вообще и въ оообенноети теорш 
ввадратнчннхъ вычетовъ; вторня бпли началомъ теор1Н квад- 
ратичннхъ ФОрмъ. 

Основаше теорш указателей Эйлеръ положилъ мемуарокъ 
своинъ: Летоп81гаНоп€8 сггса гезгйпа ех Лш8{опе роШЬаШп 
рег питегоз рггтоз гезШапНа^ напечатанннмъ въ запиекахъ 
нашей Акадеши за 1773 годъ.Въ8тоиъ мемуар^Ь онъ расврылъ 
свойства указателей и нервообразныхъ корней, повазалъ выс- 
Ш1Й пред^ лъ числа р^Ьшенхй, допускаемыхъ сравнешяии двучлен- 
ными съ простниъ модулемъ и приложеше теорш указателей 
въ теорш квадратичныхъ вычетовъ н кладратичнпхъ Форкъ. 
Для совершенства те01ян указателей оставалось найти способъ 
опредЬлешя нервообразныхъ корней, не испЕгшвая различннхъ 
чиселъ. Вс% старанш Эйлера въ нзнсканхи этого были тщетны; 
онъ говоритъ: аГш ^и^Лет а^ис поп рсие^, Шее га^Ксез ргг- 
шиV(^8 рго 2И(тз Л^V^зо^е рггто гпVеп^еп^% педие еИат сктсп- 
з^^аЫо^ диа Шез гаЛгсез р^%т^Ь^Vаз зетрег (Хагг етсг^ теСкоЛит ваз 
гтеплеЛг Лес1ага1^ *). Но при всемъ усп^ЬхЪ Теорш чиселъ, Ш1 
до снхъ поръ находлмъ первообразные корни, испытывая раз- 
личныя числа, и теоремы, изложенныя мною во второмъ при- 
<квленш, едва ли не первый опытъ находить первообразные ' 
корни безъ предварительнвххъ испытанШ. 

ИзслЬдован1я Эйлера о дЪлителяхъ чиселъ вида а^±,Ь^ 
положили начало теорш сравнещй двучленныхъ. Эти изсл']^дова- 
шя мы находимъ во многихъ мемуарахъ Эйлера; нзъ нихъ осо- 
беннаго внимашя заслуживаетъ мемуаръ:' ТкеогетаШ сггса сК- 
Ызогез пглтегогит. Зд^сь онъ повазнваетъ, что возможность 
удовлетворить сравнешю х^ — с^еО (мод. тп-ь1), при тп -ь 1 
простомъ чис^к'Ь, предполагаетъ делимость а"* — 1 на это число, 
я доказываетъ обратное, предполагая тип простыми меавду 
собою. За исключен1емъ лишняго ограннчен1Я тип простыми 
между собою, эти теоремы суть оспован1Я со]^менной теорш 
сравнешй двучленннхъ вообще и въ особенности теорш ввад- 
ратичныхъ вычетовъ. Впрочемъ.разсматривая у Эйлера доваза* 



*) Ор. шш. со1. тонъ 1, стр. 523. 
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тельство последней теоремп, легко ваи^тить распространенте 
ея на случай тип какихъ нябудь. Въ менуар'Ь: Ве дтЬивЛот 
ехгтИз ргорггеЬаОЬиз сьгса сВV^$о^езро^ё^(^Штоеси^тШ>и80яъ 
особенно доказываетъ это для случая т =» 2, не дЬлая ника- 
вихъ ограничен^ относительно п, и поЕазнваетъ, что дЪлп- • 
мость.а**— 1 на 2п-+-1 есть нообходиное и достаточное усло- 
В1е того, чтобы а было квадратичннмъ вычетомъ числа 2п-н1. 
Ерон^ того Эйлеръ, въ другихъ меиуарахъ, много ванимался 
ввадратичны1ш вычетами, и въ ОЪзегьаНапез сггса Лгтшпет 
дтйгаЬогит рег питегоз рппюз^ разсматривая остатки, п(ь 
лучаемые при д^леши ввадратовъ на простпя числа, онъ вы- 
велъ такое вавлючеше: 

Е(сг8Ш1;е з питего диосип^ие рггто^ йтйапЬшг ктШт дт- 
ЛгЫатрагга 1, 9, 25, 49, е1с. рег йтзогет 4^, по^епШ^^ие 
гезгЛиа, дте омпга €пт1 [агтае 4$н- 1, диопт диойш М^ 
(ега а гпЛ%деЫг^ гёНдрлогит аиШг питегогит^ фогтов 42-нЬ 
ди% Шег гезгЛиа поп оссигьт{, дтИШ Шега Щ мЛгсеШг^ дт 
(шЛо 3% /^егН 

йшзог питегиз 
ргтиз /"огтае 
^пз ч- а 
4пз — а 
4П5 -♦- Щ 
4Л5 — 31 

Это отврытхе мы находимъ у Эйлера въ 1-мъ томЪ ОривсиХа 
АшйуИса, 1772 года. Не трудно въ немъ узнать ёаконъ взаим* 
ности двухь нроетыхъ чиселъ, обнародованный Лежандромъ въ- 
1785 году и положенннй имъ въ основаше теорви ввадратич- 
ныхъ внчетовъ. 

Въ теорш ввадратичныхъ Фор]сь Эйлеръ началъ свои изн* 
сЁан1а съ суммы двухъ ввадратовъ, и въ мемуар-Ь: Т)е пишеш^ 
дш 8ш(; ад^да(а с1иогит доадга^огит доказалъ, что делите- 
ли суммы двухъ ввадратовъ проствхъ между собою должны 
представлять подобную сумму, и вывелъ линейную форму этихъ 
делителей. Тавимъ образомъ онъ дошелъ до знаменитой тео- 
ремы Фермата о разложеши простнхъ чиселъ вида 4т -4- I 
на два квадрата. Подобнымъ образомъ Эйлеръ нашелъ хвадра* 



^ит ез^ 

3 гезгЛиит е1 — $ гезгЛиц^ 
3 гезгЛиит еЬ — ^ поп^езгЛиит 
3 поП'гезгЛиит еЬ — ^ пс^нгезШшп 
3 поп-^езШлит Ы — 5 гезНиит 



ф|фкк^ Тажаь шаажшлъ ЭШше^ осиовше порн дЬле- 
^е^ стадунмждяь фориь^ Гея1ад1П11 одфюм, ед^шпш! Л«- 
гравжоА н 9пЛ чшсяш. Теорш ^шеель, «нрндщ шутъ Эйн^ у 
жъ локшь ■яквипяо. С11дап!е«^ яхк бню новое рапипе 
пора кнцфмгавжъ «орнъ со шиопмш ]^аожетяжн е< жъ 
всжМовшш, «о дишое число простое иянЪп^пжжжъножво 

просаеяж чяев чрезвпвЖво бо1ЬИ11, 



•орнулашв; онъ ловазалъ паске, жакннъ обреэоиъ 

;«1требае111ек& рщхожъ нокю дойя до разпших&предюже- 

В1Й Те1фш чвсежк. Сюда олюеятсж йзшхаиш ою йе ра111(1<М1е 

пошепхтт н о српааа дклпелей резпгашхъ аеелк^ 

Ижкя В1Ь вщду развпе общЫ1 чмсгж Твори чжеелъ, кп ие 

Дюфанпц ре8ультиож& во т ортъ бямо рЬвешуреввен!! вто- 
рой етояеин съ двунж леязвЪешпш, ввсл^довшое ^^швешй 
пдвох'-^-Ьу' = С5*, дои«1те1ьсгво немвжожнося д1двото]^аь 
уреввяпй съ двун! н тремя вевзвДстншш 1 рЪшвше швопхъ 
ввоарсжЬлошвхъ тршвенШ весып сложннхъ, н нерейдок жъ 
■звооуовхь Лагрвяжа, которшъ гд^дншвесьма вежння рв»- 
впя въ общжжъ вачвлахъ Те<фш Ч1еелъ.Сюдао1яоспеа1Я1- 
авая1я его о чвелк ркшвн11, допуежаенюъ црввнешяп сьоро- 
сишъ нодудекь, ж ввсл^оввшя евойспъ жвадратичнилъ «орнъ. 
Ми ввя:к1Н, что Эйлеронъ вайденъ ввсопй пред&лъ числа рЬ- 
шеш! двучлевивхъ еравнев!!; Латранхъ дожазалъ, что этоп 
же вредкль будегь ври вслжонъ числЬ члевовъ. Эпжъ опрн- 
пежъ Лагравжъ даль вовиожность дожазать жнопя врздложе- 
ви Теор1в чвсеп, жоторнхъ дожазатольства прежде предспш- 
лялв вевреодолнння 8атр7днен1ж. Къ числу тажвхъ вредложе- 
вИ Д01ЖВ0 опюсти существован1е первообразвнхъ жорвей дп 
веЬхъ вроешхъ чвселъ; долазатольство, предложеввое ва это 
Эйлершгь, осиовнваетеа на свойстве двучлеввнхъ сравветй, 
жоторое могло бить строга дожазаво толыво поелЪ опфвгпа 
Лагравжа. Но вэъ вс^ъ трудовъ Лагравжа въ Теоричмоесь 
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наиболее ижЬзш вл1яша на усхгЬхъ &той науки его языскашя о 
ввадратичннхъ Форма^ъ. Онъ дадъ обпоя начаш для тЬхъ изы- 
сканШ, которыя сд'Ьланы бнли Эйлеронъ для не нногихъ про- 
ст'Ьёшихъ формъ, и эти начала, развитая Лежандромъ, соста- 
вили полную теорш д&кителей ивадратичныхъ Форнъ, одну изъ 
самнхъ главннхъ въ теорш чиселъ и особенно важную по сво- 
ннъ приложешамъ въ опрвД']Ьлен1Ю делителей даннаго числа. 

Развит1е теорш ввадратичннхъ ФорггЕ^, сд^анное Лежа&д- 
ройъ, было сд%дств1емъ отврБггШ его въ теор1И ввадратичнохъ 
вычетовъ. Завлючеше, приведенное нами вшпе изъ сочинешя 
у Эйлера: ОЬзепгайопез С1гса дхухзюпет даа(1га1огшп рег пите- 
Г08 рптоз содержитъ ту теорему, которая нын^Ь изв-Ьетна подъ 
именемъ закона взаи1;ности двухъ простнхъ чиселъ и которой 
обязана своимъ успЪхомъ тгеорха ввадратичннхъ вычетовъ. Въ 
заппсвахъ Парижсвой Авадемш наувъ за 1785 годъЛежандръ 
доказалъ ее на основанш признавовъ возможности уравнещя 
ш;^-н&^^=с^, вмъ же отврптнхъ, и показалъ нриложен1я ея 
шь изслЪдовашю сравненШ второй степени и опред'к1ешю д'Ь-. 
лнтелей. ввадратичннхъ Формъ. 

Въ тавомъ состоянш находились различный части Теорш 
чиселъ, ^когда. Лежандръ написалъ сочинеше свое: Бзза!' зиг 1а 
ТЬёопе Лез потЪгез, изданное посл'Ь со многими прибавлещями, 
но безъ существенныхъ измЪнешй въ системе изложешд глав- 
ныхъ частей, подъ назвашемъ ТЬёопе (1е8 ношЪгез. При всемъ 
развитш отд&Еьннхъ частей Теор1Й чиселъ, систематическое 
изложеше этой науки представляло непреодолимыя^ трудности. 
Мы видели, что завонъ взаимности двухъ простнхъ чиселъ, слу- 
жапцй основашемъ теорш ввадратичннхъ вычетовъ и всл^ст- 
В1е того необходимнй для теорш ввадратичннхъ Формъ, выве- 
денъ былъ Лежандромъ изъ свойствъ уравненгй второй степени* 
Поэтому теор1я ввадратичннхъ внчетовъ и формъ могла быть 
изложена только послЪ предварительнаго излоаешя теорхи не- 
опредЪленннхъ уравнешй второй степени, теор1и по предмету 
своему гораздо внсшей и съ своей стороны представляющей 
приложеше теорш ввадратичннхъ вычетовъ. ВслЪдствхе этого 
въ сочинеши своемъ Лежандръ, посл^^ нредварительнаго издо- 
жешя различннхъ преддожешй относительно чиселъ, начинаетъ 



съ рФшеВ1я неопред'Ьленныхъ уравненШ, н только по изложети 
полной Феор1и уравненШ второй степени онъ приступаетъ къ 
общизлъ свойствамъ чиселъ^ гд'Ь находимъ у него главный пред- 
ложешя Теорш сравнетй и полную теорш ввадратитаыхъ вы- 
четовъ и квадратичнпхъ Формъ. Такой порядовъ въ явложети 
главнпхъ частей Теор1н чиселъ, липгавшШ ее системы, оста- 
вался необходимымъ только до т^хъпоръ, пока Гауссъ не по- 
вазалъ, кавимъ образомъ законъ взаикности двухъ проетнхъ 
чнселъ можетъ быть выведенъ непосредственно изъ разсматри- 
ватя сравнетй. Такъ открылась возможность, не нарушая ес- 
тественнаго порядка въ главныхъ частяхъ Теорш чнселъ, из- 
ложить сравнешя второй степени вн%ст^Ь съ другими сравяе- 
шями прежде уравнетй второй степени, и цотомъ, на осно- 
ванш результатовъ Теорхи сравнетй, упростить изсл^^дован1е 
уравнетй выспгахъ степеней. 

Обращаемся теперь къ сочпненш Гаусса. Мы вид-бли, каша 
развитая сд^Ьланы были въ различныхъ частяхъ Теорш чиселъ 
трудами Эйлера, Лагранжа и Лежандра. Но Гауссъ въ сочине- 
Н1И своемъ: ОхздихзШопез ап^ЬшеИсае не пользовался изыскатя- 
ми этихъ Геометровъ. Онъ независимо отъ нпхъ развидъ глав- 
ныя части Теорш чиселъ, обогативъ ее новыми нрхемами, мно- 
гими открыт1ями и весьма важными приложен1ямн къ рЪшенш 
двучленныхъ уравнетй. Но при всемъ достоинстве сочинетя 
Гаусса мы не моакемъ не признать, что большая часть его вы- 
водовъ лишена той простоты, воторою отличаются прхемы Эй- 
лера, Лагранжа и Лежандра. Въ этомъ отношети его изложе- 
те отд'Ьльныхъ Частей Теорш чиселъ, за исБлючетемъ н^ко- 
торыхъ, нельзя предпочесть изложенш Лежандра. 

Изъ этого видно, что ни сочинете Лежандра, ни сочинете 
Гаусса не представляютъ Теорш чиселъ въ томъ совершен- 
номъ вид'Ь, въ которомъ она можетъ быть изложена послЬ 
развитай, сдЪлаиннхъ въ ней трудами этихъ Геометровъ, а т§мъ 
болЪе после изыскан1й Геометровъ позднЬйшихъ. Поэтому въ 
нзложеяш Теор!и сравнетй я долженъ былъ руководствоваться 
не однимъ Лежандромъ и не однимъ Гауссомъ, но вместе и 
Лежандромъ и Гауссомъ и многими другими, занимавшимися 
этою частью Теорш чиселъ. Но чтобы привести въ систему 
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нзнсхашя Геометровъ, употреблявшшгъ прдены весьма разно- 
образяне, я долженъ бнлъ изм-Ьнить большую часть ихъ вн- 
водовъ. Кром^ того для полнотн систеин я нашелъ необходи- 
ннмъ развить н^^которыя статьи. Такъ въ теорш сравнешй 
1^й степени я разсиатриваю отд&ньно три случая, вогда это 
сравнегае им^тъ одно р^^цтенхе, нЪсвольво и не им^етъ ни од- 
ного. Излагая свойства сравнешй внсшихъ степеней, предлагаю 
относительно ихъ нЪсволько общихъ теоремъ, крожЬ теорешх 
Лагранжа. Въ теорш квадратичннхъ «ормъ показываю средство 
узнавать, когда двЪ ввадратичныя Формн делителей приводятся 
въ однвнъ линейннмъ фориамъ. БронЪ того въ сочиненш моемъ 
находится три прибавлешя. Въ пёрвомъ я излагаю распростра- 
нете знавоположев1я Лежандра, сд'Ьланное Якоби, и показываю 
лриложеше этого въ изл^^овашю квадратичннхъ вычетовъ; 
во второиъ я доказываю теоремы, опред'Ьляюпца первообразный 
корень н^^которыхъ чиселъ по ихъ виду; въ третьемъ я пред- 
лагаю результаты^свовхъ изыскашй относительно свойствъ Функ- 
щи, определяющей, сколько простыхъ чиселъ не превосходятъ 
данной величины. 
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Р1Я СРАВНЕН1Й. 



Предварительныя понятая. 



I 



§1. Теор1Я чиеелъ,иначена8нваенаяТранецендентно1> 
Артиетлжою, есть наука о рЪшенш неопредЪхеннпхъ уравне- 
..нМвъчислахъ цЪляхъ. Заимствуя понятхе о числахъ изъ Арие- 
хетнви и объ уравнетяхъ изъ Алгебры и Трансцендентнаго 
Аналвза, она въ тоже время существенно отлична отъ этмхъ 
наувф. Она отличается отъ Ариеметиви тЪмъ, что разсматриваетъ 
•числа только въ отношенш ихъ способности удовлетворять не- 
опредЪленннмъ уравнешямъ того или другаго вида, и сл^ 
остается независимою отъ системы нумеращи, на которой осно- 
вываются дМствк Ариеметиви. Она отличается отъ Алгебры и 
друтихъ частей опред'Ьленнаго анализа тЬмъ, что, разсматри- 
вая уравнешЯ) она ограничивается только ц&[ыми значешями 
леивв^лыхъ. 

Разсматривая такимъ образомъ и числа и уравнешя съ осо: 
бенной точки зрЬн1я, Теор1Я чиселъ доходитъ до результатовъ 
совершенно новыхъ и весьма важныхъ для Арнеметики и Тео- 
рш опред^Ьленныхъ уравнешй. Первой она облегчаетъ выкладки, 
по огромности своей, невыполнимыя безъ ея помощи; второй она 
открываетъ путь въ р'Ьшенш вопросовъ, бе|^ помощи ея, не 
равр^Ьшимыхъ. 

Чебышевъ. Т«о(1я ераш. * 1 
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Всяжое ураввеше, ваБлочающее н1|Ско .1ьбо ттерен^вныхъ, под- 
лежвтъ изслЪдован1ю Тёор1п чиселъ. Но не бсё они одпнапово 
доетупнп в8СЛ'Ъдов'1Н1ю И нв вс§ ОНИ янЪютъ одннакую вая- 
ность но нрвложевшкъ своимъ. Теор1я чиселъ До сихъ поръ 
ограничивается только рВ8сиотр^Н1енъ уравнетй наибол^^е про- 
етыхь н въ 1Ч)Я[е вреиа ииЪющихъ наибол'Ье важныя пршсоке- 
Н1Я. Яаъ етнхъ 7раввен1й особеннаго ввииан1я васлухивають 
тЬ, хоторвя ваключаютъ одно изъ неизвЪстныхъБътгарвоЯсте- 
пенн; они 8а1г11чательнв ваеъ по свойстваиъ своинъ, такъ п 
по приложев1яиъ въ упрощевЕю д^йстВ1й Арпояетикп и рйп^е- 
шю вопросовь, дасающвхса опред'Ьленнаго анализа. Эти то урав- 
нев1я составляютъ вредиетъ взсл^дованЕа ТеорЕи срапнешй. 

§ 2. Прежде ч^мъ приступпмъ къ изелЪдованш этихъурав- 
нен1Й, ыы остановиися ва своЯетвахъ чиселъ, язвфстногь нанъ 
част1Е> изъ АрпонетяЕи, н изложвиъ вхъ съ надлежащею под- 
робностш. 

Вс* числа разд'Ьдяются на два рода:'нростня и составния, 
Простннъ вазйвается таеов число, которое ножеть д'&литься 
тольво на 1 и сянаго себя. Составншгь наяывается такое чи- 
сло, которое иохетъ делиться на другое число, большее 1. 
Такъ 2, 3, 6, 7, 11 и проч. суть числа простня, а 4, 6, 8, 9, 10 
и проч. суть чнсла составния. 

Не трудно уб'&дйться въ то^ъ, что простыхъ чиселъ без- 
хоиечное иножество. Въ самонъ д^л'&, допустивши противное 
я называя черезъ ^Г наибольшее изъ проетыхъчиседъ, мы долж- 
ны допустить, что всВ числа большЕя ^ суть составвын и слЪд. 
пронсходятъ отъ перемножеша 2, 3, 5, 7, 11, — 2^, взятихъ 
въ жЪкоторыхъ степеняхъ. Но несправедливость этого обнару- 
ввается числокъ 1. 2. 3. 4. 5....^N^1).N-^-1, которое, оче- 
1ДН0, не ДЕЛИТСЯ на чвсла 2, 3, 5, 7, II .... Л^ н слЪд. пере- 
вожен1виъ нхъ степеней не иохетъ бить составлено. Итакъ 
зльвя допустить, чтобы простыхъ чиселъ было не беавонечное 
аожество. 

Для опред^лен1Я всФхъ простыхъ чвселъ, неньшпхъ данна- 
) нре;^а Л*, саинй простой способъ состовтъ вътоиъ, чтобы 
ь ряду: 
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I 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,.... К— 1, К, 

выЕНдивать посл^^довательно числа Ёратныя 2, 3, 5, 7, и 

т. д. А это, очевидно, можетъ быть выполнено зачеркивашемъ 
въряду: 

1/2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, К— 1, К, 

чиселъ чрезъ 1, считая отъ 2, — черезъ 2, считая отъ 3, — черезъ 4, 
считая отъ 5, и вообще черезъ п— 1 чиселъ считая отъ числа ^'*-*'^* 
П. Такпмъ образомъ въ этомъ ряду исключатся всЬ числа со- 
етавныя и останутся одн-ё лишь простня числа. 

§ 3. Два или несколько лиселъ называются относительно 
простыни, если они не им^^ютъ общаго множителя. Такъ числа . 
10 и 21 суть относителъно простыя. Изъ сказаннато нами о 
числахъ, относительно простыхъ, сл^дуетъ, какь частный слу- 
чай, что если А^ будучи само по себ* простымъ числомъ, не- 
дЪлитъ Д. то -4 и ^? суФь часла относительно другъ друга 
простыя. Въ самомъ д'Ьл^, въ этомъ случае числа Л и Б не 
могутъ тАть общимъ д']^лителемъ: 1-е) ни числа отличнаго отъ . 
А\ ибо А будучи простымъ чпслом'ь не можетъ д'Ьлиться на 
другое число, 2 е) ни самаго А\ ибо Д по положен1ю, на А не 
д']&лится. 8ам']^чая, что если В меньше А^ то В на А д'&1гпться 
не можетъ, мы по предыдущему . завлючаемъ, что, при В меяь- 
шемъ АнА простОмъ, числа Вт А будутъ относительно другъ 
друга простыя. Это свойство чиселъ можетъ быть выражено 
такъ: «всякое число, меньшее даннаго нростаго 
числа, есть относительно его простое число». 
Такъ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, суть простыя относительно 11. 
Отсюда не трудно выв^сть такое заключенхе: 
Два числа не равныя между собою и само но 066*6 простыя 
суть относительно другъ друга простыя. 

§ 4. Мы теперь займемся излижешемъ свойствъ чиселъ от- 
носительно простыхъ. 

1. Теорема. Если А и В суть числа простыя относи- 
тельно 8^ то и произведете 1ласъ АВ есть чи(^ простое отно^ 
сительно 8. 
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Доназательетво. Для доказательства этой теоремн гацемъ 
общаго наибодьшаго дЪднтеля'чиселъ Л я 8. Для этого, какъ 
вввФстно изъ АриеметшБВ, должны Л делить на ^8; полученнымъ 
при этомъ остаткомъ должны д&1ить /$"; новымъ остаткомъ де- 
лить первый остатокъ и т. д. Посл^ЬднШ остатовъ будетъ 1:ибо 
Л и 8^ какъ числа относительно простыя, общаго делителя 
имЪть не могутъ. Если же мы изобразимъ черезъ ^,^^^^2^.^.^п 
частныя, получаеиыя при этихъ д&юнгяхъ, а черезъ г, г^ г^, .... 
г„_21 ^п— и ^п— остатки; то, приравнивая д&1имое произведешю 
делителя на частное, слояюнному съ остаткомъ, н зазгЬчая, что 
П0СЛ&ДН1Й остатокъ Гя равенъ 1, получаемъ так1я уравнетя: 



^1=5д-4-г, 8=^^^'^^^^ гь=г,д2-ьг2 . . : г„_2=»„— , ^,^^^у 

который, по умножеши на Л, дадутъ: 

(1) АВ=^В8^'%'В^, В8^В^^^•^В^и Вг=^Вг^ ^^•4'В^^, 

Первое изъ этихъ уравнешй показываетъ, что общ1й дели- 
тель ЛВ и ^5 будетъ делить Вг, второе, — что этотъ д'Ьлитель 
будетъ д4лить Бг„ третье, — ^что онъ будетъ делить Вг2,ит.д., 
яаконецъ посл^^нее, — что обпцй деятель ЛВ и ^8^ будетъ д& 
лить Б. Но Б и /5^, по положетю, не им'Ьютъ общаго д&[ителя; 
сл^. не имЪютъ его ЛВ и ^8^, что и следовало доказать. 

Распространая эту теорему на несколько простыхъ чиселъ 
относительно ^З'о, а^}, /б^2> • • ? 1^ убеждаемся, что числа ЛВСВ. 

. . . п ^^о^, /5о суть относительно другъ друга простыя, если 

Л, Б, С, 2), ... . все суть числа простыя относительно каждаго 
изъ чиселъ /^о? 'З'п ^2» — 

2. Теорема. Если 8^ будучи простымъ числомь атиоситель- 
но Л, дгьлить произведете ЛВ^ то оно д1ЬАШйл и В. 

1 

Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы вы- 
водпмъ уравнешя (1) и изъ этихъ уравнешй зам^чаемь, что 
делимость ЛВ на а9 предполагаетъ делимость на /в' чиселъ Бг, 
.Вгр Вг^у,, и наконецъ делимость Д что и следовало доказать. 

3. Теерема. Если изъ двухъ чиселъ Л и В^ простыхъ мео/сду 
собою^ каждое дп»литъ 8,тоц произведете ихъ ЛВ дгьлитъ 8. 
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Докажшельетво. Нашви ч^резъ Ь таетвое оп ^^вн!н 5 

» 

на А, мн дха опредЪдешя величины /8^ будетъ тАть. 

откуда сл^Ьдуеть д^^димость ЛЬ на В: ибо, по положетю, ^ 
дЪлится на В. Но, по предндующей теорекЪ, делимость ЛЬ на 
Ву гд-Ь Б число простое съ Л^ преднолагаетъ д'Ьлимость I на 
В. Называя же черезъ М число, получаемое при этомъ дЬле- 
ши, нн будемъ их^^ть 

всл'Ьдотв1е чего предыдущее уравнеше да<Агь 

откуда ясно видна делимость 5 на ЛВ, что и следовало до- 
вазать. 
Распространяя эту теорему на несколько чиселъ, мн за- 

влючаемъ, что /в' д&1ится на ЛВСВ , если оно делится на 

каждое изъ «иселъ ЛуВ^С^В^ и числа Л^В^ С, В.... 

простыя между собою. 

§ 5. Мн прпступимъ теперь въ разсмотрЪшю свойствъ чи- 
селъ, обнаруживаюп^ихся при ихъ разложенш на простыв мно- 
жители. 

Известно изъ Ариеметики, что всякое число можетъ быть 
разложено на произведете простыть чиселъ. Означая черезъ 

а, ^ Т > различным простыя числа, входящ1я ръ составъ 

2Г, и черезъ т, п^ р, — степени ихъ, мн будемъ имФть 

Изъ этого уравненк, на основашн 1-й теоремы, мы заклкь 
чаемъ, что N есть простое число относительно всЪхъ чиселъ 
простыхъ само по себ^Ь и отличныхъ отъ оц^, ']г,.... Въ са- 
момъ д%лЪ, по § 3, всякое простое число, отличное отъ а,'^ 7) 

— будетъ также простымъ относительно оц ^, ^1 ^ слЪд. 

относительно его будетъ простымъ числомъ произведете а'^'^"*;'' 

— Отсюда мы можемъ заключить вообп^е, что всякое число 
не можетъ дЪлиоъся ва простое число, въ составъ его не вхо- 
дящее. ?тоже касается до дйщимости 1^, которое мы предполо- 
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$ 

ЖИЛЕ рарннмъ а^^^'^'Р , па степени чиселъ оц^, у,.... 

въ составъ его входящихъ, то также не трудно убедиться, чтс 
оно не ыожетъ д-блиться на а'"' при т > т, на ^'*' при п' > V 

п т. д. Въ самомъ Д'Ьл*, Т1^къ. какъ къ К^л^^^у'Р ; то част 

ное отъ д^лешн N на а"*' представится дробью 



а»» РЧР р^. 



д^/м» > ^^^ дШ« — т* 



что, при т' > т, не моАетъ быть числомъ ц-Ьлнмъ; ибо а, бу- 
дучи числомъ прост^мъ отличнымъ отъ р, у, . . . , по за]гЬчен- 
ному нами, д4лить Р'* у^ не можетъ. Итакъ N можетъ де- 
литься только на степени а, ^, у — , не превосходящгя т^п,^| 
п слЪд. число ^^^ ыожетъ д1^ литься только на числа, оъ составъ 
которыхъ входятъ одн^^ простыл числа а, р, у, . . . . и въ сте- 

пеняхъ, непревосходящихъ т, п, ^>, Такимъ образоыъ дохо- 

димъ мы до сл']&дуюш.ей теоремы: 

4. Теорема. Число N можетъ дгьлиться на число Р толь^ 
ко въ томъ случшь^ когда есть простыл множители числа Р 
входить въ составъ N и еъ N степени ихъ не ниже, чп>мъ въ Р. 

На основан1п этой теоремы пе трудно доказать слЬдующую: 

5. Теорем А. Для числа N возможно одно только разложе- 
те на простые множители, 

■ 

Доказательство. Въ самомъ кЬа% если мы допустпмъ для 
числа N два разложешя на простые множители, такъ: 

то, Д'Ьля эти уравнвн1я одно на другое, найдемъ 

Первое И8ъ этихъ уравненМ, по предъидущей теорем'Ь, пред- 
полагаетъ, что вс* числа оц, р^, У1, находятся въ ряду чи- 
селъ а, р, т, , а второе обратно, что вс* числа а, р, у, 



— находятся въ ряду а,, Рп Ти — ; откуда сл^^дуетъ, что 
числа а, р, у, — и а„ р,, Уи — суть одн4 я т4-же. Прини- 

хая Же а=а1, Р=р,, т=Тп 1 ^^^ ^о предъидущей Феорем^ 

изъ уравнен1я ' 

а"^ р« уР 

вм'Ьемъ 

т' не >ш, п' не >п, 2?' не >/?,....; 

Подобнниъ образомъ уравнете 
иредполагаетъ 



а"'^'^уР ~-^ 



т ве >т', п не >»', 2? не >р', 



Изъ соедяцен1я же этихъ неравенствъ еъ предъидущнш! 
яаходимъ 

Итакъ разеиатриваеа1Е1я нами два разложешд числа N не 
разнятся между собою нн простыми числами, ни стеаеиями 
ихъ: откуда и сл'Ьдуетъ предложенная нами теорема. 

. § 6. Разложен1емъ чиселъ на простые множители легко до- 
казать слЪдующ1и теоремы: 

6. Теорема. Если N дгьлитъ квадратъ числа Ми не ме- 
жетъ дгьлиться на квадратъ какого-либо числа^ то N дгьлитъ 
также М. 

Доказательство. Разложен1емъ числа N на простые множи- 
тели мы находимъ. 

Но тавъ вавъ К, но положеыш, не можетъ делиться на ' 
квадратъ какого либо числа, то за1}сь показатели т, п, р, 

не могутъ превосходитъ 1; ибо въ противномъ случа^Ь, 

при т не < 2, число N^ очевидно, д'Ьлилось бкг на а% при п 
не < 2, оно делилось бы на р^ и т. д. Сл:Ьд. въ предыдущемъ 
уравнешя всЪ показатели т, п, ^9, равны Г, а потому 

К=а^7 
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гдЪ ОС, р, 7> * • - проетня чиеаа, равлчвня между ооб(Ш. Уб^ 
дяеь въ 9томъ, разлагаекъ Ж на простае мвожитеди; это дае11!^ 
намъ 

ЛГ=а,»»'р,'»'г1«'' (2), 

гд$ а|, ^1, 71 Р13ЛИЧНЫЯ проетня числа. Изъ этаго урав-- 

нешя мн внводимъ 

И, занЪчая, что, по положешю, М} дЪяится на Nу гдЬ 2^ =^ 
(ф( • . . . , 1Ш, по теорем'Ь 4-в, вавлючаемъ, что въ ряду «п ^р Т1г 

— , заключаются всЬ числа а, р, 7) и что степенн ихъ жы 

состав1^ ЛР не суть О. Сл^д. всЬ числа о. ^. у, входятъ^ 

въ составъ М и сл'Ьд. М д'Ьлится на а^ р, ^^ ^ вм^Ьст^к 

съ т^мъ (сн. теорему 3) делится й на произведете ихъ, рав- 
ное ^У, что и следовало доказать. 

Тавъ замечая, что 15 не ножетъ делиться на ввадратъ ка- 
вого либо числа и что оно дклить 45^ равное 2025, ш за-^ 
влючаемъ, что 1 5 будетъ также д&шть 45. 

7. Теорема. Корень Н-й степени числа N только въ томь^ 
случшь еспа число Ц1ьлое^ко1да степени простыхъ множителей 
ею суть числа 9дштныя К 

Доказательство. Разложешемъ числа ^V и корня его Ь-й 
степени на простые множители наяодимъ 



Первое изъ зтихъ уравнешй и второе, по возведеши его въ* 
степень %, даяутъ сл^^дуюпця два разложешя числа N на про- 
стие множители: 



Но, ПО теореме 5-й, зги раздожен1я должны быть тожде- 

'ственны. А потому числа а, р, у, должны быть равны 

числамъ а^, р^, ^1 и числа ш, п, р, . . . . должны нм^Ьть 

равныя въ ряду Ът\ кп\ Нр\ ; посл'Ьднее ясно обна- 
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руживаетъ, что ш^ п, р, . . . . суть числа вратнна А, въ чокь 
■ заключается предложенная теорема. 

Такь, находя число 576 равннмъ 2* 3^ и замечая, что здЪсь 
показатели 6 и 2 в]сЪютъ обпщмъ д^^ителеиъ только 2, лег 
завлючаемъ, что изъ всЪхъ корней числа 576 только корень 
квадратной видеть значеше цЬлое. 

8. Теорема. Если N разложенИемь на простые множшпели^ 
приводится кь 9^ ^^ *х^ . . , , ^то сумма различныхь делите- 
лей N есть 

; — . -V— , — • \ — , Л число ихъ есть 

(тч-1) {п-^1) (р^1) 

Доказательство, По 4-й теоревгЬ, число N^ кахъ равное 
«•« ^п ^^ ^ можетъ делиться только на числа равный 

а^'Р^'Т*" ,гдЬт'< = 1п,п'< ==щр'< =5 !?,.... Поэтому^ 

всЪ дЬлители числа N опред'Ьдятся значенхями произведешя 
а"*' р*' '^^ , соответствующими 

т'звО, 1, 2, т— 1, ш, 

п'аеО, 1, 2, п — 1, л, 

1)'=0, 1, 2,.....1)-^1,.р, . 

н слФд. найдутся въ ряду члеиовъ, получаемыхъ перемноаве- 
шемъ ввражешй 

а«-Ьа>+-а-4- , . . . . -ьд"»— * ^д»», 
?»-+-рч-р2-|- ..... н-р» — *-+-р». 



А иозтому сумма д1»лителей числа ^опредЬлится нроязве* 
дешемъ 

(704- У-Ьу2ч-...Ч ^Г— '*Н-у/') ^ ^ 



которое равно 

в»»-41__1 р»1-|-1__1 у/»-И«_.1 



— 10 



. а — 1 
В'» "*-* — ! 

уОг^.у-1-у2^ ^-у^>— 1^у/> «.{ — — — , 



Число же дйАПтелей ^ опред'блится числомъ членовъ про- 
азведешя 

(гО-ЬГ-ЬГ2-|-...-,-у/'— 1^уР) _ ^ 

или, ЧТО одно и тоже, значешемъ этого выражешя,при а=.1. 
р = 1,у = 1, Слйд. число делителей N есть 

(т-Ы) (п-#-1) (!>-♦ 1) 



Такъ для числа 72, равнаго 2^ . 3^ сумма делителей опре- 
делится выражешемъ ^1^ • -3-Е1 ' ^^о равняется 195, а чи- 
сло делителей 72 будетъ (Зн^1) х (2-»-1), или 12. Въ спра- 
ведливости этихъ заключен1й мы уб-Ьждаемся, зац-Ьтявь, что 
делители 72 суть 

1, 2, 3, 4, 6, &, 9, 12, 18, 24, 36, 72, 
которыхъ сумма равна 195, а число ихъ 12. 

9. Творена. Если N разложенгемъ на простые множители 

приводится 1Л а"» р'* у^ .гдть по крайней мпрп одно изъ 

чиселъ т^щр, — есть нечетное; то для числа N возмооюно 
{ (т -ь 1) (п-^1) (2> -Ы) ... различныхъ разложенгй на два 
множителя. 

Если же ваь покзатели т, п, ^р, .... числа четныя, то 

для N возмооюно Ь (ш-+- 1) (п н- 1) (р-^ 1) -+-5| такихь 

разАОжетй. 
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Доказательство, Въ перваиъ сдучаб, по 7-й теорем^ Н'Ьтъ 
числа, вотораго 6и ввадратъ равнялся Ж^ а потому чиисло ^не 
мошетъ разлагаться на прои8веден1е двухъ множителей равннхъ 
между собою, и сл'Ьд. всавое разложен1е числа N на два мно- 
жителя опрвд4ли1ть два делителя его. Откуда ясно, что число 
разложенШ^на два множителя равно половине числа его д*!- 
лителей и сл^^д., по предыдущей теорем'Ь, оно равно 



^ (»м-1) (л-1-1) (р-н!). 



Во второмъ случае, — въ случае т, п, 2?, . . . . четныхъ, 
въ числ*]^ разложенШ ^ на два множителя будетъ между про- 
чимъ такое, въ которомъ . оба множителя равны и которымъ 
следовательно олред'Ьлится одинъ Д'Ьлитель числа N\ зат^мъ 
всЪ остал .ння разложенхя, какъ и въ первомъ случае, дадутъ 
по два д^^лителя. Дтакъ, называя черезъ К искомое число раз- 
ложен1Й ^ на два множителя, мы найдемъ 1 -ь 2 {К — 1) для 
числа делителей N. Но, по предыдущей теоремЬ, число дели- 
телей ЗГесть (т -ь1) {п-^\) (^> -*- 1) Следовательно, 

1-1-2 (К— 1)=(ш-Ы) (пч-1) (р-н1) . . . . ; 

отвуда для величины К находпмъ 

^^:^^ Хш-л-х) (п-*-1) {р-^1) .... -*-^, 

что и следовало доказать. . 

Тавъ, для числа 72, равнаго 21 3^, число разложешй на 
два множителя должно быть | (3 н- 1) (2 -н 1), или" 6. Дей- 
ствительно находимъ мы, что для 72 возможны только следу- 
ЮЩ1Я 6 разложен1й на два мно^кителя 

1.72, 2.36, 3.24, 4.18, 6.12, 8.9. 

Для числа же 36, раьнаго 2\ 3^ число различныхъ раз- 
ложешй на два множителя будетъ \ (2-ь1) х (2-ь1)ч- 1, или 
5. действительно для 36 возможны только следующ1я разло- 
жен1я на два множителя: 

1.36, 2.18, 3.12, 4.9, 6.6. 

§ 7. Прежде чемъ пойдти далее, мы докажемъ относи- 



• 
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тельно д^^икости чвеелъ, соетавояющихъ ариеметнчесвую про- 
грессш, еж^дующую теорему, которая намъ будетъ нужна те* 
перь н впоелЪдетшн. 

10. Теорена. Если разность про1реши естьчиело простое 
Ьк р^ а чтло члемовъ равно тру то въ такой пренресеьи число 
членовъ^ д11ьлтиихся на р^ есть т. 

Доказательство. Пусть будетъ разематрнваеная прогрешя 

гд^^ Л число простое съ р, Этотъ родъ членов^ ра8бив1&етея 
на т слйдуюпщхъ: 

д, а-|-е?,а-*-2<?, а-»-(р— 1)(1, 

" ' • ." " ' ) (3) 

а-ь(т— 1)|)^,а-»-(ж — 1)рс1-+-(1,д-»-(#//—1)|><^-1-2 /,.... а-+-(шр—1)г2 / 

И не трудно уб^Ьднться, что важднй нзъ этихъ рядовъ завлю- 
чаетъ одннъ членъ, д'ЬлящШся на р. Для обнаружевк этого 
разсиотримъ рядъ 

Въ немъ не можетъ бнть двухъ членовъ, воторие бы нри д'Ь- 
ленш на р дали остатки равные; ибо разность тавнхь двухъ 
членовъ делилась бы на р^ а въ невозможности этого мы уб^Ьж- 
даемся, замФтивъ, что разность какихъ^либо двухъ членовъ 
этого ряда приводится къ лроизведен1ю ^, числа простаго съ 
I», на число < р^ чтд, но 2- Я теорем^^, на р д^^иться не мо- 
жетъ. Но если остатки отъ д^лешя 

ач-пр({,ач-11р(|-4><1,ач-пр4н-2^) а 1-л/><?ч-(р— 1) Л 

на р вс% различны между собою и слЪд. въ числЪ ихъ не мо- 
жетъ быть бол^№ одного равнаго нулю, то съ другой стороны 
однвъ нзъ ввхъ не обходимо будетъ нулемъ: ибо, предполагая 
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противное и аакЪчая, что, хромЪ нудя, отноеительно остатховъ 
отъ д'&юшя чнеелъ на р, можно ед^жняъ только р—1 нредно- 
лохевШ: 

1.2,8, 1^-1, 

МЫ ДОЛЖНЫ бы были допустить, что въ чшсжЬр остатвовъ отъ 
д^ен1я: 

есть два по крайней м^рЬ равные, что, по доказанному нами, не- 
возмоашо. 

Уб^Ьдясь таквмъ образонъ, что въ ряду 

И сл^д. ВЪ важдоиъ изъ (3) число членовъ д&шцихся на р 
есть 1, мы заключаешь, что во всЬхъ т рядахъ (3) число чле- 
новъ д'Ьлящихся на р есть т. Но совокупность веЪ^ъ этихъ 
радовъ, кавъ вид^^ли, составляетъ разсматриваемую « нами про- 
гресс1Ю 

откуда и сл'Ьдуетъ предложенная нам в теорема. 
Изъ этой теоремы не трудно вывести следующую: 

11. Теорема. Если а число простое само по себп и Л простое 

съ а^то въ ряду 1^ 2, 3 , аАN — 1, аАN число членовъ 

простлхъ съ Акь числу членов простшь сь А и а относит- 
ся 1шкъ а къ а — 1. 

Доказательство. Въ Арнеметик'Ь доказано, что общШ наи- 
больш1й д']^литель чиселъ X ж А есть также общ1й наибольшхй 
д^Ьлитель чвсла А и остатка отъ д'Ьлетя X на А. Отсюда сл^Ь- 
дуетъ, что если X е А неимЬютъ общаго дЬлителя, то и оста- 
токъ отъ д4лен1я X на ^4 будетъ число Простое съ А^ и, обрат- 
но, если остатокъ отъ д'Ьлешя X на ^ еод'ь число простое съ 
Л, то X также число простое съ Ащ Но такъ какъ остатокъ 
отъ дЪлен1я на А будетъ всегда мен^е А^ то, при X простомъ 



• 
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съ ^остатокъ отъ^д'Ьдета X на ^ будетъ всегда бдно изъ чи- 
селъ мёньшихъ съ А и проетнхъ съ А. Пусть же 

а\а",а"', 7.(«) 

• 

будутъ числа простня съ ^. и меньш1я А\ нетрудно опреде- 
лить видъ числа X, для котораго остатокъ отъ д^лешн на ^ 
былъ бы равенъ одному изъ чиселъ а, а', а" . . . . а^"^ Такъ, 
чтобн найти Х^ которое при дЪлен1и на А даетъ остатокъ а, 
пусть будетъ т' частное отъ д'Ёлетя X на А\ приравнивая 
. д'&кимое произведенш делителя на частное, сложенному съ ос- 
таткомъ, мн находимъ для выраженхя X следующую Формулу: 

Также, находимъ сл-Ьдушпия формула для чиселъ, воторахъ ос- 
татки отъ дЬден1Я на А суть а', ос", .... а^»^: 

Итакъ, всЬ числа, которыя при д'Ьлеши на А даютъ остатки 
равные оц а , ос" . . . . а<"> и сл-Ьд., по замеченному нами, суть 
числа простБи/съ А^, выразятся такимъ образомъ 

Х=а'-1^'^, Х=а*'-ь?л"Л, Х=а"'-+-ш"'Х, А'==а(«)-ьт(")А 

Такъ ввгражаютоя всЬ числа простыя съ А. На основашн 
этихъ Формулъ легко доказая'ь предложенную нами теорему. 

Съ этою целхю мы опред^ляемъ по этимъ формуламъ всё 
чи1;ла простня съ ^ и ыёньш1я аАЕ^ давая въ нихъ буквамъ 

т', т", т"', т^"> значен1я О, 1, 2, 3, и т. д. до тЬхъ 

поръ, пока числа, опред*лявмыя этими Формулами, не будутъ 

бол^е аА'Ш, 

* 

Такъ находимъ, что веб числа простыя съ ^. и мёньпия 
аА^ суть 

а',а'-Ь//,а'-!-2^, а'ч-(а^V— 1) ^, 

а",а"ч-^,а"-+-2^, . , а"-+.(а2У— 1)^, 

а"',а"'-+-А,а'"-1-3^, а'^-ьСа^У"— Щ, 

а("),а1^)-1-/<.аС'0-ь2^, а(«)-1-(а^У— 1)Л, 

И вс^ъ вхъ, вакъ не трудно зам'Ьтить, счетонъ есть оЕп. 



— 16 — 

* 

Теперь не трудно показать число простжъ чиселъ съ А 
и а и В7| тоже время мёньшихъ аАN. Для этого стоить толь- 
ко въ найденныхъ нами числахъ, простыхъ съ Л, выкинуть 
числа кратння а; ибо а число само по себ-Ь простое, и сл4д., 
по § 3, всЬ числа, не Д'Ьлящ^яся на него, будутъ простыя съ 
вимъ. Но, по предъидущей теорем'6, въ ряду 

ЧИСЛО членовъ, делящихся на а, есть N\ слЬд. простыхъ съ а 
зд4сь а К— К, или (а— 1) Ж Тоже зам-Ьчаемъ о прочихъря- 
дахъ: 

а",а"-ьЛ,а"-ь2.4, а"-ь(а N-1)Ау 

а"',а'"н-Л,а"'ч-2//, а "ч-(а]У-1)^, 

а(«),а(")-1-А,а(")-ь2Л,., а«-На^V-1)А 

Откуда слйдуетъ, что чиселъ, м^ёньшихъ аЛN и простыхъ съ 
4 и а, будетъ (а — 1) Ш, Но это число къ числу всЬхъ чи- 
селъ мёньшихъ аЛN п простыхъ съ аЛN^ которое, какъ ви- 
дели, есть аNп^ относится какъ а — 1 къ а, что и следовала 
доказать. 

На основав1П теоремъ, изложенннхъ нами, не трудно будетъ 
доказать следующую теорему: 

12. Теорема. Если N разложенгемъ на простые мнооюиЫе- 
ли приводится къ а^ ^^ у^ . . , т^, то число простыхъ чисел'ь^ 
съ N и мёньшихъ N есть 

'^ * а • р у тс 

Доказательство, На основан1и предидущихъ теоремъ, е& 
трудно показать, сколько чиселъ простыхъ съ а, р, у, . . . . тс 
въ ряду 

1, 2, 3, ,а*»р^ "Л^- 

Для этого мы пишемъ этотъ рядъ въ вид'Ь ариеметической про^ 
гресс1и, съ разност1Ю равною 1, такимъ образомъ: 
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1,1-+-1,1-|-2. 1, 1 -!-(«.««»— *р«у? • • • .^'-1). 

На основанш 10-й теоремы, мы заключаемъ, что здЪсь чле- 

яовъ, делящихся на а, есть а**"-'Р'' т^ тс^; затЪиъ 

остальные, числомъ а** р** т*" • • • • тс''— а"*~'Р'* у^ .... тс', или 

«•* Р" у^ . . . . %\ — будутъ простыя ед а (см. § 3). Итакъ 
въ ряду 

1, 2, 3, аЯ^р^уР-.т^ 

а— 1 

ЧИСЛО членовъ простыхъ съ а есть а** р** у" • • • • ^-"^г' 
Отсюда, по 11-й теорем^^, мы заключаемъ, что число членовъ 
дростыхъ съ а и р, или, что одно и тоже, простыхъ съ про- 

а,— 1 в— 1 

изведетемъ ар, есть а**р^- • • • •^''•— • а ' Д^**®»°^ ^^* *® 
теоремЪ, зная, что число членовъ въ ряду 

1,2,3, л^УуК,..!^ 

простыхъ СЪ а р есть а'^р V • • . ^^^^ • ^х~ ' ^^ находимъ, что 
зд^сь число членовъ, простыхъ съ сф^,, есть 

а—х а--1 т— 1 

Навонецъ найдемъ тавимъ образомъ, что число членовъ, про- 
стыхъ съ аРу тс, есть 

а^а'ЧР 71*^ — • ~— . • - 

*^ ' а р у тс 

Такъ определяется чи<^о простыхъ чиселъ съ а р 'у %. 

и меньшихъ а*^ Р'^ 7^ . . . , %\ Но это все равно, кавъ бы мы 

разсматривали числа простыя съ- ^, или а** р** '^'^ т^\ ибо 

ВС* простыя числа относительно а*^ р** у^ тс' суть простыя 

относительно аРу и обратно. Въ этомъ мы убЪхдаемся 

т^мъ, что относительно а*^ р* уР к% также и|1къ относитель- 
но аРу — тс, всякое число будетъ простое, если въ состав* 
«го н-бть а, р, у, — щ въ противномъ же случа* оно не бу- 
детъ простымъ ни относительно а*^ р** у? . . . . тс*", ни относитель- 
но ару — 1С. 
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Итакъ а™Р'У' • • ^С --"^ • ^~ • ^ - '^Г 1 есть число 

членовъ въ рлду 

1, 2, ^'», ,а"*р^---. .тс' 

ирдстыхъ съ а'^^'у' — тс', что и следовало доказать. 

Такъ, для оиред'Ьлен1я, сколько чпселъ продтыхъ еъ 36 и 
меньшихъ 36, мы разлагаемъ 36 на простое ивожители. На 
ходя, что 36 равно 2"^ . 3% мч, по доказапной нами теорем-]^, 
завлючаемъ, что всЬхъ чиселъ простнхъ съ 36 п меньшихъ 36 

есть 2* . 3- -^ • ~^~^' ^•''^ ^^- Действительно, между всЪ- 
ми числами отъ 1 до 36 мьг находимъ 12 чиселъ: 

1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 85, 

иростнхъ съ 36; вс* же проч1я: 

2, 3, 4, б, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 
20, 21, 22, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, 

суть составныя. 

Этимъ мы оканчиваемъ нзложен1е свойствъ чиселъ, п^ыф- 
ходимых^ь намъ впослЬдствш, и переходимъ къ изсл'Ьдован1Ю 
сравнен1й. 



ГЛАВА I, 

О оравнешяхъ вообще! 

§ 8. Теор1я сравнен! й им'Ьетъ предметомъ изсл^Ьдоваше 
яеопред'&1енныхъ уравнешй, въ который одна изъ неизв^стныхъ 
входитъ первой степепп. ОбщШ видъ этихъ уравнен1Й есть 

гд* Р — данная функщя, А и В — изв-Ьстныл числа. Такъ какъ 
эти уравнешя употребляются очень часто, то для нихъ введе- 
но особенное здавоположеше. Не трудно зам'Ьтить, что, при не- 
опредЪленномъ 'значешн числа и^ уравяен1е 

Чебышевъ. 'Сеор1я срдви. ^ 






^(ж,у,«г, ) ^Ам^Ъ, 



к 



■V.' 



К, 



приводясь Бъ равенству 

А 

г 

есть ничто иное, гак'ьвнражен1ед^^ЕГ^{(ости разности /^(:г,)^ А..) 
— В на А. А' потому мы можемъ представить это ураннеше 
такъ; . 

означая вообще знакомъ ^, поставлгеннымъ между двумя чис- 
лами, , д'Ьдимость разности вхъ на* третье число, Еото1)ое съ 
словами, мод, поставляемъ въ своокахъ. 

Тавъ, для означвН1Я, что разность 17—6 Д'Ьлптса наЗ, бу- 

демъ писать 

п ^ ь {мод. 3). ' 

Внраженхя вида 

М^К{мод.Л) 

1 

изв']^стны подъ назван^емъсравн^ен^й, числа Ж 
в ^называются сравнимыми по модулю Л, чис* 
.до Л — модулем'ь сравнен! а. Сравниваемый числа М^ 
!?Г могутъ им']Ьть'значен1я и положительныя и отр(1Ц)Е1тельныя; 
во всдкомъ случа^^ выражен1е • 

.М~К {мод. Л) . - 

будетъ означать д-блимость алгебраической разности М—1^ на 
Л. Число же Л, модуль сравнетя, мы будемъ всегда предпо* 
лагать числомъ положительнымъ. 

Зам^имъ, что,ло сжаванному наки знакоположешю, будетъ 



'всегда 



>( (мод. Л), I ^:. 

« 

если г есть оетатодъ отъ Д'Ьлен1)9 ЛГ йа Л: ябо, называя черезъ 

9 частное при д'Ьленш Ж на ^. и приравнивая д'Ьлимое проиа* 

ведешю Д'Ьлителя на частное, сложенному съ остатвомъ, най- 

Деиъ: 

М = л^ -^ Гу 

отвуда яоно^ что разность Мег д'Ьднтся ял. Л.: 
. Не трудно тавже уб'бдиться въ обратномъ, что, вела, П1я ЛС 
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ц'г дод[>щителъныхх, чисдо г иёньп1е Л и срашимо съ М по 
нодулю Л^ то г есть остатокъ отъ д&1ен1а М ещ Л: ибо изъ 

еравнвИ1я ЛГ^^г (тех?, ^) выходйт*ь—2— =»^д, откуда 31^ 

Л^и-г, а это ураваеше,при г < к иг « > - О, ^(Увар уживав1*ь 
въ г остатовъ отъ дАлешя Ж на. -4. :* м:' > 

Изъ того, что д'Ёлимое сравнимо съ оетаткомъ, еели д'кхй- 
тель ириндтъ за модуль, вакъ частный случай^ мы выводима 
что, если Л^^ Д'Ьлится на -1 безъ остатка, то * , 

На основанш этого мы будемъ говорить часто, что число 
сравнимо съ О по модулю -4, вместо того, чтобы говорить^ что 
оно делится на ж 

§ 9. Изъ П0НЯТ1Я, составлеянаго нами .6 еравйёб11Ёйд, '^мб ' 
трудно обнаружить въ нихъ слфдуялци свойства: ' '^1 т^^ • 

1) Два чисщ сравнимыя съ однимъ ц пньмъ же числсмь 
по какому либо модулю^ сраенгит и между собою по^М^ же 
модулю. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если М^]!Т (л«ой. ^:),^.М'ез:^№^(|^вд» 
А), то и ^И=Ж' {мод. А): ибо сравнешл М^М (♦д10(^( ч21)^1фед' 
полагаютъ, что ^: д4лит^- разности М -^ NуМ!^*^N^'^ сл-Ьд. 
дЬлитъ разность этохъ разооетей; Но эта лос^^двя»' разносе 
есть М--' Ж в делимость вя на А вн]тжаё^с^ ср{|внётем^» 
М^ Ж {мод. А): . <л--.л^л <.:.:-г;!-; 

. 2) Въ сравненгяхъ^ подобно уравненгямъ, члени^ моъутъ быть 
переносимы изъ одной части въ другую. Такъ, есДй^^Л^тьД*:^^ 
{мод. А), то М^ N — Ж {мод. А). Въ самомъ д-Ьл*, сравнён1е 
М-^Ж^N {тод. А) выражаетъ д-Ьлимость Ж-+-Ж' — Д" на 
А, но Мч-Ж — нравно Ж-— (^\Г-^Ж(;'Д'6лим6сть'же этого 
на А выражается сравненшмъ Ж?г -Ж — Ж\(мод. А). 

*'''&) ДйФ ПАк плслгбАЬпи(ху^' ^ал№ВН1й^ <&. однгшьлащ^^Мл ^91^ 
модулемъ мргутъ быть . почленно склйдшпём:ы1^ и ви^та&М!^. 

Такъ/1всла:^»^4^[Л^'^(л«Л:'X0 (и^Ж~:№ {шд. '4');п1<о"ЖеЬЖ'= 
ЛГ± ^У)' . {мойкА)^ В^ : эвоц» цв ^рудво 'у б^двтьеяг,^ » зам-Ьтив^ц 
что[«раадениг Ш>1вК {мод, А\сЖ^]Я^{мод.А) прёАполаииотъ 
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•к 
д-Ьлимость разностей Ж — ^У^ Ж — 2У^' на А. Откуда сл1^дуетъ 

д'Ьлииоеть на А числа равнаго М—'Ы±.{Ж — 1Г\ или Ж±М — 

{Ш±Ж)\ » это выражаемся сравнеше]съ Ж±Ж^(1>(±Ж\ 

(мод. Л\ что и ехЬдовало доказать. Отъ соединешя двухъ срав- 

неб1й не трудно перейти еъ соедннешю трехъ, четырехъ и т.- д. 

4) Члены сравненгя магутъ быть умножены на одно число. 

Та.лъ^^слвЖ^К(мод.А), то кЖ^^1сК(мод.А), Въ самомъ 
д^л'Ь, по предыдущему свойству, сложивши почленно к одина- 
ховыхъ сравнешй Ж^=^К (мод. А% найдемъ ^кЖ=Л^V (мод. А) 
Тавъ докажется возможность умножать члены сравнен!» на вся- 
вое ц^лое, положительное число. Чтоже касается до умно- 
жешя на число отрицательное, то мы зам^^чаемъ, что, если 
]сЖ^кN (мод. Л), то также — кЖ^^ — кК (мод. А): ибо пер- 
вое сравневое пре^полагаетъ д'Ьлимость числа кЖ—кК на А 
а это число съ знакомъ( — )будвтъ — кМ'^кN и д'Ьлимоеть 
его на А выражается сравненхемъ — к Ж^=: — кN (мод. А). 

5) Два или нпсколько сраененгй сь однимь и пиьмъ оюе 
модулемъ могутъ быть почленно перемножены. 

Не трудно убедиться, что если ЖЕ^N (мод. А) ш М^1Г 
(мод. А)\ то ЖЖ^NN' (мод. А). Въ самомъ д'Ьл^, сравнета 
Ж^ ЛГ, Ж ^ И^ (мод. А) внраакаютъ д^М[имость чиеелъ ЛГ— ЛГ, 
Ж — 1Г на А. Называя же черезъ д, ^' частныя, получаемня 
при этихъ д'Ьлевляхъ, находимъ 

М--1^ Ж — 1Г 

— I 3' — А — "«» 

откуда внходитъ 

Эти уравнения, по перемноженш, даютъ 

мж==л^^^-^А (^N^^^^:^-^NN^, 

что обнаруживаетъ д'Ьлимость ЖЖ — ^V^V на ^, и ел'Ьд. срав- 
тв&!б ЖЖ^ 1^Ж (мод. А). 

Если мы перемножимъ такимъ образомъ сравнешя ЛГ^^, 
Ж=Ж (мод. А) между собою, произведете ихъ перемно- 
жимъ. съ Ж'^ХГ' (мод. А) и т. д.; то мы дОйдемъ до срав- 
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нен1я МЖМ" .... — NN'N" (мод. Л). Предполагая же зд-Ьсь 

М=^Ж^ Ж" = ...., ^V = -^' = Ж' ... . и называя черезъ к 

число равннхъ чиселъ ЛГ, Ж', Ж", и -РГ, -ДГ, Ж' , найдемъ 

Ж* :г- ЗГ''^ (^к^>(? ^^). На основашБ этого легко доказать следую- 
щее предложеп1е: 

6) Значенья цгьлой фупкцги съ шьлыми коеффицгентами 
оть двухъ чиселъ^ сравнимыхъ по какому нибудь модулю^ срав- 
нимы потому же модулю. < ' 

Такъ, если М113:К (мод. Л\ ши=^ах^'^Ъх^'^^ч-сх^''^-*- , 

гд* а^Ъ, с, числа ц-блия; то /" (Ж) --:-: /* (1Г) (мод. А). Въ 

самомъ д-Ьл*, шъ сравненхя Же^ N (мод. А), по доказанному 
нами сейчаеъ, выходить 

» 

умножая эти сравнен1я на а, 6, с, . . • . , выводимъ 

аМ»*гна^\Г'», ЪМ^^-'С'ЪК^-^, сМ^-^—.с^^-'' .... {мод. А)! 

Эти же стравнен1я, будучи сложены почленно, даютъ 

(мод. А\ гд*, зан'Ьняя аЖ^-нЬЖ^-^-нсЖ»-"'--*- , а-РР'-н- 

ЪN''^ "»-ь сN"^^^'-+^ черезъ ( (Ж), /* (N), им*емъ }. (Ж) ~ 

/■ (N) (моО. А , что и следовало доказать. 

7) Члены сравненгя моъутъ быть сокращены на ихъ общто 
множителя^ если этотъ мнооюитель число простое съ модулемъ. 

Такъ, если кМ'^^^сN (мод. А), гд* к число простое съ 
А\ то М ^К (мод. А). Въ самомъ д^лЬ, сравнеше кМ^кК 
(.чод. А) предполагаетъ делимость кМ—кК, или к(М—К) на 
А. Но, при к простомъ съ А, по 2-й теорем*, это предполагаетъ 
делимость Ж—К на Л, а это выражается сравнен1емъ Ж^^1^ 
{мод. А). 

8) Если одна чатпь сравненгя» и модуль дплятся на какое 
нибудь число^ то на- тоже число должна дп^лшпься и другая 
часть (^авненгя] иначе сравненге — невозможно. 

Такъ, если Ж^^кК (мод. к А), то Ж д^Ьлится на к. Въ са- 
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момъ д^Ьл*, это еравнеше предполагаем, что разность М-^кК 
Д'Ьлдтся на к А. Назнвая же черезъ ^ частное отъ этого дЪ- 

леа1я, ивАемъ 7. =^. Отвуда выходить М= к (N^^Л^)^ 

что обнарухиваетъ делимость М на к. 

9) Общгй множитель члендвъ с^авненгя и модуля можетъ 
быть сокрагценг. Такъ если кМ^кК (мод. кА); то М^^К 
{мод. А). Въсамомъ дйл-Ь, еравнеше кМ^=кК (мод., к А) пред- 

яолагаетъ делимость кМ — кК на кА\ но — ^ — приводит- 
ся къ ^ ■ ; д-Ьдимость же М—N на А выражается сравне* 
Н1емъ М^~К (мод. А): 

10) Для числа^ срсмнимыя по двумъ или мьсколькимъ мо- 
дулямъ простымъ между собою, сравнимы и по прошведенгю 
ихъ. Такъ, если М^N (мод. А\ М^^N (мод! А'), гд4 А, А' 
числа простыл между собою^ то М:^ N (мод. А А'). Въ самомъ 
д^^-Ь, сраввешя М^К (мод. А\ М=^N (мод. А) предпо- 
лагаготъ • д'ЬлимостС М — N на А и А\ Но, при А и А' про- 
стыхъ между собою, эта делимость (теор. 3) предполагаетъ 
делимость М-^Ж на нроизведенЕе АА^ что выражается срав- 
нетемъ М^Ж (мод. А А'). Наосновашиэтого, им*я несколько 
сравнена ]М^^(мод. Д), М= N(мод. А'), М^ К(мод. Л"), .... , 
гд4 вс4 числа А^ А\ А'\ . . . суть простня относительно другъ 
друга, мы, изъ соединешя двухъ первыхъ, находимъ М,^^ N 
(мод. А А')] соединяя же это еравнеше съ М=:^К (мод. А"), 
получаемъ !И^р^.N (мод. АА'А'') и такъ дал'Ье, въ чемъ и за- 
влючается предложенная нами теорема. 

1 1) Не нарушая сравненгяу модуль можетъ быть зампненъ 
числомъ^ на которое онъ дгьлится. Такъ, если Же^2 N (мод. АА!\ 
то Ж^г ^ (мод. А). Въ самомъ д4л*, умножая члены этого 
сраввешя на А, найдемъ АМ^^. АN (мод. АА). Но, по заме- 
ченному нами свойству сравнешб (см. п^ 9}, общШ множитель 
членовъ срав&ен1я и модуля ножетъ быть сокращенъ. Сокра- 
щая же въ сравйенш АЖ^^ А1( (мод. АА) множитель А\ 
находвмъ М^N (мод. А\ что и сгЬдовало доказать. 

Вотъ гяаввня свойства сравненШ Двухъ чпселъ между со- 



— 23 — 

бою. Эти свойства послуакатъ намъ д.гя р^^шен!» сравненШ, за- 
хлючающихъ одно ми н^Ьекольво неизв'Ьстнпхъ. Къ этону шя 
теперь и ориступижъ. 

А 

§ 10. Мы вид'&ки, что въ сравнеши члены могутъ быть не- 
реносимн изъ одной части въ другую. Предполагая же вс']^ 
члены перенесенными въ одну часть сравнешя, мы ириведемъ 
его къ виду 

гдЬ /*— какая нибудь функщя, |> — ^данное число, принимаемое за 
модуль, д;, у, ;8г, -7-числа неизв4стння. 

Изл'Ьдовашя наши мы цачнемъ съ 11рост']^йшцхъ сравнеши, 
съ сраВненШ, заключающихъ одно неизв^^стное,и сначала раз- 
смотримъ тотъ случай, Богда функщя, входящая въ сравнея(е, 
есть ц^^лая, съ целыми коеффищентами. 

Ограничиваясь сравненхями этого вида, мы докажемъ для 
нихъ следующую теорему: 

13. Теорема. Если сиравнтт /ж ^0. (ш>д, р) удовлетво- 
ряешь х=а^ то ему удовлетворяютъ и есть числа^ сравнится 

съ а по модулю р *). 

- . • . • 

Доказательство. Въ самомъ д'бл'6 по свойствамъ сравнеши, 
зам'Ьченнымъ нами въ предъидущемъ параграф^ (см.тамъп%), 
изъ сравнешя Х^а (мод. р) выходитъ ^Х^^/'а (^мод. р). Но 
а, по положен1Ю, удовлетворяетъ сравнешю /1» ^0 (мдд.р\ сл-Ьд. 
/*а ^ О (мод. р), а въ этомъ случа*, по пР 1 предъйдупцию па- 
раграфа, изъ сравнешя {Х^(а (мод. р) выходитъ /'ХеееО 
(мед. р\ что и сл-Ьдовало доказать, 

§^11. Мы вид'Ьди, что если а есть число, удовлетворяющее 
сравненш /1г^0 (мод.р\то ему удовлетворяютъ и вс4 числа, 
сравнимый съ а по модулю р. Посмотримъ теперь, как!» же 
числа будутъ сравнимы съ а по модулю ^р? Для этаго мы прн« 
помиимъ, что числа, сравнимыя между собою п^ модулю р^ 



*\ Зд^сь и вездФ въпосл']^дств1и' по дъ знаками />, ^>, фх^ мы 

будемъ разуметь ц'^дыд функции съ ц'Ьднми коеффиццлтамв. ' 
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суть 1гЬ, которнхъ равность дйхитея на р безъ остатка; по- 
этому X будетъ числомъ сравнимымъ съ а по модулио р^ есдв 
разйость ихъ Д'Ъдится на р. Называя же частное отъ д-киенья 

а — X цлр черезъ N, мы найдемъ — ^— = Щ откуда X = а 

— р -Ж Вотъ общая Формула всЬхъ чиселъ, сравнимнхъ съ 
а по модулю 2>- Давая зд'Ьсь числу ^N различныя вели- 
чавы Бакъ положительная, такъ и отрицательныя, мы най- 
демъ безБОнечное множество чиселъ, сравнпмыхъ съ а по мо- 
дулю р. Но изъ всЬхъ чиселъ, сравнимнхъ съ а по модулю р, 
особеннаго вниман1я засдуживаютъ два числа: 1) число по- 
ложительное наименьшее изъ ъсгЬхъ чиселъ, сравнпмыхъ съ а 
по модулю р\ оно изв11Стно подъ назван1емъ наименьгиаю по- 
ложительнаю вычета числа а по модулю р\ 2) число отри- 
цательное, Еотораго чибленная величина мен'Ье численной вели- 
чины всЬхъ отрицательныхъ чиселъ, сравнпмыхъ съ а по мо- 

. дулю^?; такое число извЬстно подъ названхемъ иаимёньшаго 
отрицательнаго вычета числа а по модулю р. Кром'Ь того, мы 
будемъ от 1ичать осо«^енннмъ гтеяежъ— обсолютно малаго вычета 
числа- а по модулю р^ тотъ изъ наименьШихъ вычетовъ положи- 
тельный или готрицательный, . который имЬетъ наименьшую 
чис4енную величину. Въ случае равенства численныхъ вели- 
чинъ наименьшаго положительнаго вычета числа а по модулю 
р и наименьшаго отрицательнаго вычета его, мы за обсолютно 
малый вычетъ числа а но модулю ]) можем ъ безъ различ1Я при- 
НЕГмать тотъ или другой изъ наименьшихъ вычетовъ и 
будемъ говорить, что, въ этомъ случае, абсолютно малый вы- 
четъ числа а по модулю р им'Ьетъ дв-Ь величины. 

По форму.)!* X =;= а -^ Nр, опред4ляюп1;ей всЬ числа, срав- 
нимыя съ а по модулю р, не трудно найти и наименьш1й по- 

• дожи тельный вычеть а по модулю р и ваименьш1й отрицатель- 
ный вычетъ его. Для этого мы уравнен1е X = а — Кр пишемъ 

такъ Х=р (- — ^\ откуда видно, что наименьшая числен- 
ная величина X соотвЬтствуетъ значенхямъ N, наиближе под- 

ходяпцпмъ ]йъ — ; притомъ видно также, что X будетъ имЬть 

р 
значен]е. положительное или отрицательное, смотря потому, бу- 
детъ ли ^ мен^е или болФе ч'Ьмъ — 

р 
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Итавъ, навиеньш1й пологительный внчетъ чиела а по моду- 
лю р опред'Ьлится по Формуд'Ь а — Nр, когда за N мн вознемъ 

число, наиближе падходящее къ ^-, но не превосходящее — ; та- 
кое число, очевидно, при а положительномъ, мы найдемъ ъъ 
частномъ, д*ля а на р и пренебрегая остаткомъ. Откуда ясно, 
что наименьШ1Й положительной внчетъ по модулю р числа по- 
ложительваго нп пайдемъ въ остатЕ^, отъ д'Ьлен1я его на р. 
Такъ,для опред'Ьлетя наименьшаго положительнаго вычета 23 
по модулю 7, мы будемъ им'Ьть формулу 23— 7-ЙГ, гд* за Л" 
должны будемъ взять ц-блое число, получаемое при д4лен1я 23 
на 7. Выполняя это д^леше находимъ, что зд'Ьсъ N=^Ъ. Д*- 
лая -Д/^= 3 въ формул* 2^ — ^N^ находимъ, что 2 есть най- 
меньшШ положительный вычетъ 23 по модулю 7. 

Также для наименьшаго положотельнаго вычета ( — 2) по мо- 
дулю' 5 находимъ Формулу — 2 — 5 ^, гд-Ь за 2^ должны взять 

число наиближе подходящее въ — ^, но не превосходящее—^- 

Такое число есть( — 1); сл-Ьд., искомый вычетъ есть — 2-4-5=3. 
Не трудно убедиться, что 5всегда малый положительный вы- 
четъ а по модулю р меньше р. Это сл^дуеть изъ свазаннаго 
нами объ опред4лен1и его. Мы* видела, что онъ определяется 
Формулою а — Nр^ гд-Ь ^ есть ц^лое число, наиближе подходя- 
щее къ -; а потому ^< 1, слЬд., 

Для опред*лен1я наимеиьшаго отрицательнаго вычета числ:а а 
по модулю р, мы должны въ Формул* а — Nр, или р . (-^ — Ю 

принять за N число, которое было бы больше — и наиближе 

подходило къ — . Такое число, при а положительномъ, очевид- 
но, мы получимъ,*если, д*ля а на р, дробь частнаго замйнимъ 
единицею. Такъ наименьшШ отрицательный внчетъ числа 23 
по модулю 7 определится формулою 23 — 7-ДГ, гд* за ^N' должны 
взять частное у = 3 -ь ^^. ЗамЬнивъ единицей дробь -^ , бу- 
демъ им'Ьть N=-4 и, по Формул'Ь 23 — 7. ЛУ, находимъ, что 
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наимёнышй отрицательвый вычетъ числа 23 по модулю 7 есть 
23—7.4, МИ (—5). 

Определивши надиеньш1й положительный вы«1етъ в наииёиь- 
Ш1Й отрицательный, мы легко узнаемъ тотъ из^ нихъ^ бото* 
рнй долженъ быть принять заобсолютно малый вычетъ.Ноего 
также можно отгред']^лить непосредственно, на основанш Фор- 
мулы а — Nр^ им р (^ — N\ Для этого стоить только вы- 

брать значеше 2Утакь, чтобы N имйло наименьшую чи- 

елейную величину; такое значен1е N мн, очевидно, найдемъ, 
определяя частное -- и откидывая пъ немь дробную часть, 

вогда она меньше -^ или зам'&няя ее единицею, если она бол1^е 

о» Если же дробная часть - не больше -^ и не меньше -, то 
мы ее, ПО произволу, можемъ или откинуть или заменить едиви- 
цею; въ томь и другомъ случае численная величина -ДГбу* 

деть равна ^- Такъ, для опред4лен1я обсолютно малаго вычета 

23 по модулю 7, мы должны въ Формул-Ь 23 — 7. Л^ принять «а ^ 

частное у=3-1-у5 откинувши дробь -_ • Это даетъ намъ 

^^=3, и, следовательно, искомый обсолютне малый вычетъ бу* 
детъ 23 — 7.3 = 2. 

Напротивъ, при определеши обсолютно малаго вычета 25 по 
модулю 7, мы возьмемъ въ формул* 25 — 7. ^У^ за ^ частное 

^-=3 -»-у5 зам-Ьнивь единицею дробь _ • Это дасть намъ 

^=4, и для величина исвомаго вычета найдемъ 25— 7.4= — 3. 
Изъ свазапнаго нами сл']^дуетъ, что, при опред'Ьлеши обсо- 
лютно малаго вычета по Формул Ь а — 1^р^ мы за ^ принима- 

емъ число, вотораго разность сь - будетъ им'Ёть численную 

величину не бол'Ье -^« А потому абсолютно малый вычетъ 
числа а по модулю р, определяясь формулой а — ^№р, или р. 
Г-^ — 'Ш\ будетъ им4ть численную ведичину^не превосходящую "- • 

§ 12 РавсмотрЪвши числа, сравнимая съ а по модулю р, об* • 
ращаемся въ р^Ьшев1ю сравнешя (х- :0 {мод, р\ 
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Мы вид&ки, это еели этоку сравнешю удовлетиоряетъ а, то 
ему удовлетворяетъ и всякое ?ясло 2, для котораго и1гЬетъ 
м^го сравиен1е Х^ва (мод, р), Этихъ чиселъ без&оне^шое мно- 
жество: но всЪ они, сравннвгая. съ однимъ и т^ъ же чиеломъ 
а-и, ел^доват., между собою по модулю р, првнимаю'ося заодно 
р^шеше сравнен1я [х^б^О {мод, р). По этому мы будемъ гово- 
рить, что сравнеше /^г^еО (мод, р) им-Ьеть одно только р'Ьше- 
ше, если ему удовлетворяютъ только числа, для которнхъ х^ 
а.{мод,р); мы будемъ говорЁтъ, что сравнеше /1г^0 (мод. р) 
нм']^етъ два р'Ьшешя, если ему кром'Ь чиселъ, опреД'Ьляемыхъ 
сравнешемъ 

удовлетворяютъ друг1я, получаення изъ сравнен1я 

а* .^«1 {мод. ^), 

гд4 а не^а^ (мод. р\ И вообще, мы будемъ говорить, что 
сравнеше /Ь;^о (мод. р) им4етъ п р-Ьшенй, если ему удовле- 
творяютъ только числа, онред'Ьляемыя сравнен1ями 

Х11Щ хЕ^а^^ х=аг, . . . . , ж^Лп— I (мод. р), 

гд4 «,,«1, а.,,....ап—1 ^Уть числа, не сравнимня между собою 1»о 
модулю р. Ш основ.! иш этого мы докажемъ сл'Ьдующую тео- 
рему: 

14. Теорема. Сравнете (хе:^0 (мод. ^р) имгьетъ столько ргьше- 
нгй^ сколько чиселъ въ ряду 0, 1, 2, . . .,2? — 1 ему удовлетворяе^т^ 
и если эти числа суть а1, осз, аз, . . ., оц, то я::^а,, х^^а,^^ ^^«л, 
— , X ^ а^ (мод. р) суть ргьшенгя сравненгя ^хг^О (мод. р). 

Доказательство. Ъъ § 10 внд']^ли, что, если а,, а^, а,, — /оц 
удовлетворяютъ сравнешю [х = (мод. р\ то ему удовлетво- 
рявотъ и всЬ числа, опред^^ляемыя сравнешями: 

х^^Л\, Жг^аз, ж:^аз, ^'^-^п (мод. р). 

Но не трудно доказать, съ одной стороны, что^ вром^^ этихъ 
чиселъ, н4ть ни одного удовлетворяющаго сравнешю /2» ~^ О 
(мод. р\ а съ Другое, что числа а,, 0^1 а,,..*:,ап не сравнимы 
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между собой по модулю!); откуда, по екязанному нами очисл*]^ 
Р'Ёшевхй сравнения /Ь;::^0 (мод. р\ и будетъ следовать лредло- 
хенвая теорема. 

Для доказательства перваго,. предаоложимъ, что какое либо 
число А удовлетворяетъ сравнвн1Ю /ж— О {мод. р\ не удовле- 
творяя ни одному изъ сл^дующихъ: 

а'._а1, и*, а^, Х'гг^аа, ^--^а^^ {мод. р). 

Если А удовлетворяетъ сраийен1Ю ^х-г^О (мод. р); то, по 
§ 10, будетъ удовлетворять ему и всякое число, сравнимое съ 
иимъ по модулю^), а, ел Ьд,, и наимееьипй положительный внчетъ 
его. Называя этотъ иычетъ черезъ а, мы будемъ им^Ьть 

^^^а, Г (а)=0 (.чод, р) (4) 

И а, какъ наименьшш положптельный вычетъ А по модулю р, 
будетъ заключаться въ ]рмду О, 1, 2,....,^> — 1. Цо если а заклю- 
чается въ этомъраду и удовлетворяетъ сравненш/х~ О (л10(?.2>), 
го а есть одно пзъ чиселъ а1, а^, а^,....,ад: ибо, по положен1ю, 
а^, а„ а,^,....,а«, суть единственныя числа ряда О, 1, 2,....,^?—1, 
.удовлетворяющ1Я С|)авнен1ю /'х-О (мод, р). Но это невозмо- 
:«но: ибо, по (4), А удовлетворяетъ сравнен1ю х--.а (мод, ^р), 
между т'Ьмъ какъ, по положенш, оно не удовлетворяетъ ни од- 
ному изъ сравнены 

Переходим ь теперь къ доказательству, что числа а1,а2,....ал 
не сравнимы между собою по модулю р. Для этого допустимъ 
противное: пусть будетъ %^..-щ (мод, р), Изъ этого сравпе- 
тпя сд*дуетъ делимость а! — а^ на р^ что не возможно; ибо 
а,, а2 числа положительвыя и каждое изъ нихъ меньше р^ 
всл*Ьдств1е чего разность ихзь будетъ имЬть численную величину 
меньше р и, следовательно, не д-Ьлимую на р, 

Такъ уб-Ьждаемся мы въ справедливости теоремы, нами 
предложенной. • 

Чтобы показать приложете этой теоремы, возмемъ сравне- 
ше х^—х — 1:^0 (мод, 5). Внося сюда вместо х числа О, 
1, 2, 3, 4, мы убеждаемся, что только 2 удовлетворяетъ раз- 
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смАтряваемону сравнешю. Откуда заключается, что это ера»* 
неше имЪетъ одпо р'Ьшете Х1=2 (мод. 5). 

Тавимъ же образожъ ддя сравнен1Я х^ — 3:^0 (мод. 11) 
ааходимъ два р'Ьшён1д х—б^ хе^6 (мод. 11); разсиатриваа 
ге сравнев1б о;^— 11е=о (мод. 3) убЪясда^оя, что оно ое 
И]гЬетъ ни одного рЪшенгя. 



ГЛАВА II. 
О оравнеши первой отепенж. 

§ 13. Об|Ц1й видъ сравнешй лервой степени есть* 

ах — 6^0 (мод, р), 

гд'Ь а,Ъ Бак1я нибудь числа положительный, иди отрицательныя, и 
р — число положительное. Сравнешя этаго вида представляютъ два 
случая существенно отличныя одинъ ртъ другаго; ихъ мы ра:ь 
смотрпмъ отдельно. Первый случай, это — когда аир числа от- 
носительно другъ друга простыл; второй, — когда они им'Ьютъ 
общаго |1ножителя. М]^ начнеиъ съ перваго случая, при а ир про- 
стыхъ между собою, и доважемъ слг^дующую теорему: 

15. Теорема. Сравнете ах — 6=^0 (мод. р\ при а простомъ 
еь |>, гшпетъ всегда одно рпшете. 

Доказательство. Изъ. довазаннаго нами въ параграф1^ 12 
о числЪ р'Ьшен1й сравнешя /а;=0 (мод. р) сл:]Ьдуетъ, что срав- 
нете ах—Ы:-^ (мод. р) им'Ьетъ столько р^шетй, сколько на- 
ходится въ ряду 0^, 2, . . . .р — 1 чиседъ, ему удовлетворяю- 
щихъ, или, что одно и тоже, сколько въ ряду а. 0—6, а. 1 — Ь, ■ 
а. 2 — Ь, . . . .,^ (Р — 1) — ^ чиселъ, Д'Ьлящихся на р. Но капъ- 
эти числа составляютъ ариеметическую прогрессш, которой 
разность есть а, чисдо простое съ р по положен1ю, число же 
члеоовъ равно р: то, по 10-й теореме, здЪсь будетъ одицъ членъ, 
д&илцйса яе^р. Сл^д., въ сд'Ьланномъ намн предноложен1й срав- 
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нев1е ох— 2^=0 (мод. р) вм^^тъ одно р^шеше, что и <^Лку- 
вало доказать. 

Уб^Ьдившись такимъ обравонъ, что въ разсматриваемомъ па* 
ми случае сравяеше ах—Ь^О (мод. р) им^^етъ одно р*ше- 
Н1е, »ы покажемъ теперь^ Ёавъ найдется оно. Въ настоящее ц»^ 
хя изв:Ьстио несколько способовъ р'Ьшать сравнен1е (гх^Ь^О 
(мод, р). Зан'Ьчательн']Ьйш1е. шъ нихъ мы предложимъ въ поехЬд* 
ствш, говоря о свойствахъ ниселъ, на которыхъ они основы- 
ваются. Зд4сь же зам'Ьтимъ, что сравнен1е ах—Ъ^^О (мод. р) 
можетъ быть р']^шено во способу, предлагаемому въ Алгебре 
для р*шен1я неопред'Ьленнагв. уравнешя ах—ре,=Ьу отъ ко- 
тора! о сравнен1в ах — Ь^еО {мод. р) отличается только знако- 
положешемъ. Действительно, сравненхе ах — Ь^О (мод. р) 
есть ничто иное, какъ выражеше дЬлимости ах—Ъ на ^р, что 

^ , ах — Ъ 

можетъ быть представлено уравнешемъ — — = хг, иредпола- 

гая лроязвольнымъ ц'блымъ чпсломъ. Откуда для опред^^ешя 
X ик получаёмъ уравнеше ах—рг^^Ь. 

Итакъ р'Ьшен1емъ уравЕен1Я ах—р^г^^Ъ определятся зна- 
чен1Я ж, удовлетворяющ1я сравнен1Ю ах — Ь^О (мод. р). Эти 
значешя х^ какъ известно, выражаются такъ: х=^а-^пр, гд4 
а одна изъ величннъ х, способная удовлетворить уравнещю 
аx—р^^=^Ъ\ п — чвсло произвольное. По принятому наки знако- 
110ложен1ю, мы вместо того, чтобы писать я?:=1а-нлр, предпо- 
лагая п п]^дзвольнымъ числомъ, можемъ написать ДЕ^« (^. !>) 
и въ этомъ виде мы будемъ всэгда дредставлять р'^шеиге срав- 
нешя ах — 6^0 (мод. р). 

Напримеръ, Вв|^длярешен1я.сравнен1е7д?--З^Ю'(лод. 10), 
мы возмемъ уравнете 7а;-^10^;=:3. РЬшая это ураввев1е, мн 
найдемъ для значешя х та е таК1а выр&жен1я: я{=9н-10 «, 
^=г:6н-7 л; откуда для решен]я сравнен1Я 7 х-^^^ (мод. 10) 
иолучэкецъ 

. х=9 (т^)д. 10). . ' • 

§ 14. На оенованш теорвиъ, докаааннщъ нами йквооитаяк- 
но сраоиеаШ вообще и въ оеобенаости отлоситедьвосраюм]й 
в1да ах—1^^ (тд. р)^ ша€^9% бить доваЗаоы две .лаобоот- 
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ннд теоремы относительно чиседъ, которыя послужатъ намъ 
также для р'Ьшенш сравнен^ цервой стецени. Этиин-то свой- 
ствами чнселъ мы теперь и зайнеися. 

16. Теорема. Еслир чист простое и не д1ьлитъ а, шф 

(^^ ':=^1 {мод, р). / • 

Доказательство: Пусть будутъ г,, г^,Гэ,. . . . ,г^__, наимееь- 

1010 положительные вычеты чиселъ 1а, 2а, За, Цр— 1} * 

по модулю р\ они будутъ удовлетворять ($равнен1ямъ 

1а^Г1, 2а=гя, За:Нга,..-:.,(1>— 1) а^^т^^х (мод. р) (б) 

Перемножая эти сравнен1я между* собою, мы найдемъ 

1. 2. 3.....(1)— 1) о?^— *1-г, г, Га Гр_1 (мод, р) (6) 

Но нетрудно уб'Ёдитьсл, что нроизведенхя 

1. 2. 3 ... . (р— 1), Т\ Гч Г'^ Гу — 1 

равны между собою. 

Для этого мы зам^чаемъ, чтог1,г2,Гз, • . . .^Гр^рВакънаи- 
меньш1е положительные вычеты чиселъ 1а, 2а, За,..«.,(^— 1) а 
по моД'улю р^ могутъ яжЪгъ только значешя 

о, 1, 2, ^р—1, 

Притомъ ни одно изъ нихъ не можетъ быть нулемъ; ибо в% 
противномъ.случа'Ь сравнеше (6) предполагало бы делимость 

1. 2. 8 (р— 1) о?-*. 

на ^, между тЬмъ вакъ ], 2, 3,.^..,р — 1 и а числа простыж 
сър. 

Итакъ, числа г„ г2,Гз, ,Гр_, могутъ им^ть только значешя 

1 

Но между числами г„ г^, Гд, ,^р— | не ножетъ быть 

двухъ, имЪющвхъ одну и ту-же величину: ибо, предполагая 
г„1=г ^^^=^6, мы, по (5), пм^ли бы 
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гд* т я [Л два числа изъ ряда I, 2, 3,.. .^>-~1, и с.тЬд. для 
срявнвшя ажЕЕзЬ (л*од. ^?) нашли бкг два р-Ьшевхя 

а:':Е^т, л?Е^}д. (лоб/. ^>), 

ЧТО не возмояшо. 

• • 

. Отсюда сл'Ьдуетъ, ч^о въ составь рнда 

а 

^1, ^2, Г,1, ,Г^; — |. 

■ могутъ' входить только числа , 

1, 2, 3, ,р—1 

N I 

I г 

И Еаждре только по одному разу. 
Но тавъ.какъ въ рядахъ 

1, 2, 3,; ,^;-1 

* 

одинаковое число членовъ, то въ первый должны входить всЬ 
вторые; сл'Ьд. эти ряды составленыг изъ однихъ и т'Ьхъ-жё чн~ 
селъ и притомъ взатыхъ по одному разу; а потому произведе- 
Н1е членовъ перваго ряда равно произведенш членовъ второго. 
Уб'1^дясь въ этомъ, мы моясемъ въ (6) за]гЬннть произведете 

г,Г2Гз.......Гр_1 произведен1емъ 1.2. 3 (р — 1). 

Так»иъ образомъ находимъ . 

1.2.3 (^^— 1) «^'""«^1.2.3 (р—1) {мод. р). 

Но члены этого сравнвн1я могутъ ^бнть сокращены на 2, 3*, 
р—и ибо всЬ эти числа, будучи меныпе^р, будутъ отно- 
сительно его простыя. Выполнивъ же эти совращен1я, найдемъ ^ 
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а/^ *31 {мод. ^>), 



ЧТО и сл^^довало доказать. 

Тавъ^ для|)=7, а=»2, будетъ 2^Г^^яг:1 (мод. 7), вь спра- 
ведливости чего мы уб^^ждаемся, замЪтивъ, что 2^ равно 64 л 
64 = 1 (мод. 1). 

Эта теорема есть, одна изъ заи']^чательнМп1ихъ въ Теории 
чиселъ и им'Ьетъ весьма важнйя приложешя. Она открыта Фер-' 
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матомъ; но предложена имъ была безъ доказательства. Первый, 
усо^впий ее доказать, быль Эйлеръ; онъ же далъ сл'Ьдующую 
теорему бол'Ье общую. 

17. Теорема. Если п означхлетъ^ сколько чтелъ простыхь 
€ъ N и меныигк}рь Ш'^ и а число простое съ ^Г, то а^=^ 1 
{мод. ИГ). 

Доназательство, Ннзмвая черезъ ^У^, ^2, . . . , Д, числа про- 

стыа съ ^ и меньш1я N^ чрезъ г,, г,, , г» нанменьппе 

положительные вычеты чиселъ аN^^ аК^^ , аКп по модулю 

N, им'Ьемъ 

а^V^ЕЗ•1, а^а— /*!, аNп^^п (мод. ^, (7) 

что, по переиноженш, даетъ 

N^Nг .^„а«=ЕГ1Г2Г^ г^ (мод. Ю (8) 

« 

Но не трудно уб^иться, что произведешя N^N^ Д», 

г,г^ Гп равны. 

Такъ вакъ ^^.^^......^п суть нанменьшхе положительные вы- 
четы чиселъ а^V^, аК^^ аД, по мо^ог*™ Д то они могутъ 

пм'Ьть тольсо значешя 

о, 1, 2, Д-1 

п изъ этихъ значешй для г,, г^, г^у. ,г„ возможны только 

т^, которыя не им^тъ общаго множителя съ ^; ибо сравне- 
те (8), вотораго первая часть состоитъ изъ прои8веден1я про- 

^ стыхъ чиселъ съ ^, предполагаетъ, что -РГ и г^ г^^ Гз, г^ 

«е им^ютъ общаго д'Ьлителя. 

Отсюда сл4дуетъ, что для г,, Гд, Гз, Гп- возможны только 

значешя 

NиN2 , N^^ 

Притомъ между числами г^^ г^, Гд, Гп не можетъ быть 

двухъ рйвшйъ между собою; ибо, при равенств* г^ = г^^^ = Ь, 
мы, по (7), имФли бы 

ау^=:Ъ^ ат^Ъ (мод 1Г)^ 
ЧФОышевъ. Тмр1я еравж. ' ^ 
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гр^^ т, |д. два кашя нииудь числа изъ ряда 1, 2, ^р — 1, и 

елЪд. для сравнешя ах'^Ъ (мод. К) мы нашли бн два рЪше- 
И1Д, что не возможно. 

Отсюда слДдуетъ, что въ составъ ряда 

♦•1, Тг, Гз,........,*"»! 

входя1ъ одни ЛИШЬ числа 

1Гг,^ш, Дп 

и хагдое только по одному разу. Но вакъ въ этизсъ рддахъ 
одинаковое число членовъ, то въ первнб должны взойти вс% 
^исла втораго и сл^д. эти ряди составлены изъ однихъ и т^хъ 
же чиселъ, притомъ взятнхъ по одному разу, а потому про- 
взведеше чиселъ перваго рада равно произведешю чиседъ 
втораго. 

Убедись въ отомъ, мы можемъ въ (8) произведете г^ г,...*. 

Гп заменить произведешемъ 2^1^з ^п- Таяимъ образомъ на- 

ходимъ 

НгКя Н^^'^КгКг ^Г^ (мод. К), 

Но зд^ члены сравнешя могутъ быть совращены на общвхъ 
множителей ^р^2г-*'1 ^ш ибо числа эти суть простня' еъ К. 
Внполнивъ же эти сокращешя, набдемъ 

0**=! (мод. Щ 

что и следовало доказать. 

Такъ, если ^^«=20, а«3, то, но 12-й теорем*, для вели- 
чины п, означающаго свольво простыхъ чиселъ съ 20 и мень-| 
шихъ 20, находимъ 8 и, оо довазанной нами теорем*, будет*!» 
3^ 1 (мод. 20). Въ справедливости этого сравнешя мы убеж- 
даемся, находя, что 3®=»6561 и 6561 = 1 (тд. 20). 

§ 15. На основаши этихъ теоремъ, не трудно найти р*ше- 
ше сравнешя ал — Ь==0 (ш>д.'р\ гд* а по прежнему пред- 
иолагаемъ простнмъ съ р. 

Начнемъ съ частнаго случая—^ простаго. Тавъ вакъ а, по 
положешю, число простое съ ^ и ^9 само по себ* простое, то 
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а не делится на р (§ 3) и, но теоренЪ 16-й, которую везд! 
зпосл']^дств1и будеиъ употреблять подъ именекъ теоремы Фер- 
мата, будетъ вмЪть м'Ьсто сравнеше аР^^^Х (мод.р\ что, 
по ^множеши на Ъ, можетъ быть такъ представлено 

а . ЬоР— *2-^^0 (мод. р). 

Сличая же это сравнеехе съ даннимъ для рЪщетя ал — 
Ъ^еО (мод. ^р), мы замЪчаемъ, что посл^Ьднему удовлетворяетъ. 
х=^Ъа^*; а потому рЪшеше его представится Формулою 

яееЬоР— * (мод. р). 

Такъ определяются ^^шевгл сравнешя 

ха — ^5=0 (мод. о), 

При р простомъ и недЪлящемъ а. 

Наприм^ръ, для рЪшешя сравнешя Зх—В^О (мод. 5) 
найдемъ 

а?=8.3»-^ (^мод. б), 
ИЛЯ 

ж=21б (мод. б). 

Это р']^шеще сравнешя Зх — а^О (мод. 5) мы можем^ 
представить проще, заминая 216 его навменыпимъ положитель- 
нымъ внчетомъ по модулю 5. Тавъ находим*^ 

ж=1 (мод. б) 

ДЛЯ рЪшешя сравнеН1а Ъх — 8 ^ О (мод. 5). 

Переходимъ теперь въ р'Ьшенхямъ сравнешй, ноторыхъ мо- 
дуль число составное. Пусть дано будетъ сравнеше ах — Ъ == О 
(мод. 2Г)^ гд4 2^^ какое нибудь число, число же а, вакъ пред- 
полагали, простое съ N. По теорем* Эйлера (теорема 17), мв 
будемъ им^ть 

а*»=1 (мод. Щ, 

означая черезъ п, сколвкочиселъменьшихъ^ипростнхъсъЖ 
Это сравненхе, по умноженхи на &, можетъ быть такъ пред- 
ставлено 

а.Ъ а^-^Ъ^О (мод. Щ * 
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Сличая это еравнеше съ даянвиъ для р'бшешя ах — Ъ '=е=^ о 
{мод, К)^ находимъ, что ему удовлетворяетъ 

ж^5а«— » {мод, N). 

Что касается до значен! я п, опред1^яющаго сеольво чиселъ 
простнхъ съ\^ и иеньшихъ N^ то, по 12-й теорем'Ь, нн его 
легко наф^емъ. На основаши этой теореШ! нц яаходнмъ, что 
п равно 

^^„ ^ а— 1 р— 1 у— 1 

если ^ ра^южешень на простые множители приводится въ 

а** Р* у^ ^..Такимъ образомъ мы убеждаемся, что вообще 

рЪшегае сравнешя 

гд^ О, ^ у, различная простыя числа, олред'Ьляется слЬ- 

дующею формулою 

Тавъ, для рЪшешя сравнешя 2х — 7:^0 (мод, 15), гд* 
15=8. 5, находимъ 

3—1 5—1 

х^2,7 ^-^ ' 3 ' 5 (люд. 15), 

ИЛИ 

лНЕвЭб (мод. 15). 

Заменяя же здЪсь 896 его нанменьтаимъ положительннмъ вы- 
четомъ по модулю 1 5, мы это еравнеше представимъ такъ 

жебИ (мод, 15). 

Этимъ мы оианчиваемъ нзсл^довашя сравнешй первой сте- 
пени, въ Еоторнхъ модуль и БоеФФИщентъ неизв'Ьстнаго суть 
числа относительно другъ друга простыя и переходимъ въ то- 
му случаю, вогда эти числа им'Ьютъ Общаго множителя. 

§ 16. По свойству сравнешй, показанному нами въ § 10, 
еравнеше ах^) (мод. р) невозможно, если ачр имЪютъ об- 
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щаго множителя, который не дЪлитъ Ъ. Откуда сл^^уетъ та- 
кая теорема: 

18. Теорема. Сраене^ ах — Ъ^^ {мод. р) не имчьетъ р1Лг 
гиетя^ если общШ мтоюитель а и р не д^ьлимл Ъ, 

Такъ убеждаемся, что сравнетя 20л; — 7^0 {мод, 15), 
6х — 5^0 {мод. 9) не вм4ютъ решетя. 

Обращаемся теперь въ сравнешямъ видаоя; — Ь^} {мод.р\ • 
когда общ1е множители а жр д'Ьлятъ Ъ Для этихъ сравнешй 
докажетса следующая теорема: 

19. Теоретик. Ели лир импютъ абщимънаибольшцмъ дпг- 

т 

лителемь с^ис^ дтьлитг Ъ, то сравненге ал —^=0 {мод.р) шмьет» 
^ рптетй^ которыя моьу^тъ быть такь представлены: а^а, 



х^л-^—, х^а-^-^, .,.х^а ь ^^ у {мод. р\ гдкь а есть число 
< у м не < О, удовлетворяющее сравненгю^х — з^О (лод- ^). 

Доказательство. Бели <Г есть обицй наибольшЕй делитель 
чиселъ а и 1) и на него Д'Ьлится 6, то сравнеше 

ож — Ъ=Е.О (мод.р), 

ПО сохращеши его членовъ и модуля на (Г, будетъ * 

„а5-^-..0(^.^), 

гд^^,^,^ числа ц'Ьлыя; притомъ, как'Къ нетрудно уб^^итьея, 

числа -^ ^ 0удутъ простыя относительно другъ друга: ибо въ 
противномъ случае с[ не было бы общимъ наибольшимъ дФли- 
телемъ а яр. Но при ^^ -^ просМкъ между собою, какъ ве- 
хЬли, ^»авнен^е 



а^'^а 



^ Ы) 



имЪетъ всегда рЪшеше, которое по пр1емамъ, показаннымъ на- 
ми, легко найдется. П хеть же * будетъ а число, заключающееся 
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въ ряду 0; 1) 2, — , ^ — 1 и удовлетворяюще срявненш 



* 



ш 



^—=0 (^.|-); 



ъ(А числа, удовлетворя1)Щ1Я этому сравнен1ю, найдутся пзъ сл^Ьт 
дующлго . ' 

Эти же числа будутъ удовлетворять и сравнешю 

. * ах — 6—0 (мод, р\ 

которое отъ ^ * 

отличается только множителекъ с^, общинъ модулю и членамъ 
сравненш* 

Итакъ, вс^ числа, удовлетворяющга сравнен1ю 

ах — Ъе1.0 (мод. р)у 

определяются тавъ 

На основашИ этого, не трудно показать, сколько въ ряду 

« • 

о, 1, 2, .р-1 

* 

чиселъ, удовлетворяющихъ сравнешю ах — Ь^О {мод. р\ чЬмъ 
и опред'Ьлится чисзо р^шешй этого сравнетя. Дли^этаго мы 
находимъ общую Формулу чиселъ, удовлетворяющихъ сравнешю 



ж— а 



Н) 



По сказанному назш въ § 1 1 , находимъ, что Формула, опре- 
деляющая эти числа, есть 



x^л-'N^ 



Н.™Фор„^.д^.„..„»„„«<0.<|-д«.. 
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• ♦ 

ДЛЯ ^ значешя, не' внходлщя изъ пред&говъ О и р — 1 только 

при. ^Г==0, —1,-2, ^ • (<?— 2), — (й" — 1), поэтому вдь 

ряду О, 1, 2, .....,^) — 1 числа, удовлетвордюдця сравненш 

х^$^тод.-^^ и сл4д. еравнен1Ю ож— ^6=, (мод. р\ суть .' 

' й а <2 ' (2 . . , . 

А такъ вакъ ихъ числомъ сГ, то, ио 14-й теорем^ сравнеше, 
ах — й^О (мод. р) им*втъ й р^шенШ, Боторня суть: 

х=Лу Жщ а I % у дс^а I , , х^=-ОН :г= — {мое. р)^ 

* г 

откуда и сл'Ьдуети^ предложенная' теоре;1а. 

Такъ, сравнеше 1ба?— 9^0 (лад. 12), въ которомъ коеФ- 
Фшцентъ X и модуль имЪютъ обп^имъ наивольшимь дЪлителеиъ 
3 и членъ, не содержащШ х, длится на 3, им^етъ три рЪше- 
шя. Чтобы найти ихъ, мы совращаемъ въ данномъ еравнеши 
члены и модуль на 3; такимъ образомъ получаемъ срабиеше 

5л^— 3=0 (мод, 4). 

На основанш свазаннаго щш1 въ предыще^ параграф^, 
мы находимъ, что рЬшеше его есть 

.__^23 2--1 
^^^•^ 2 {мод. 4), 

х=.1Ь (мод. 4). 

■ 

Зам1&няя зд']^сь 15 его наименьшимъ положительнпмъ выче- 
томъ по модулю 4, находимъ 

х=3 {мод. 4). 

■ 

Отсюда для рЬп1ен1я предложеннаго сравнешя получаемъ 

л=3, а^Е7, ж—И {мод. 12). 



< 
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^ Г Л А В А. Ш 



О оравнешягБ выошигь етепеней вообще* 

§ 1 7. Въ этой стать-Ь мн ограничимся раземотр^Ьнхеиъ ерав- 
нешй съ простыми модулями. Поэтому обпцй видъ сравнешй, 
которыми будемъ заниматься, представится тавъ ' 

Ааз'л-нВж'»— *ч-Сж^— Ч- -ь-Пх-^-З^О (мод, р1 

ткк р простое число, ^, Д О, Н, 5 кайя нибудь числа. 

Прежде ч11мъ приступимъ къ изсл1}дован1Ю и:къ рЬшенШ, за- 
мЪтимъ, что въ нихъ воеФФиц1ентъ высшей степени х можетъ 
быть сдЪланъ единицею. Въ самомъ' дЪл1^, въ сравнён1и 

Ах^-^Вя^—^-^х^—Ч- -нЯж-Н/З'^О (мод. р). 

можетъ быть откинутъ всяв1Й членъ, вотораго воеФФищентъ 
длится на р. Тавъ, если С д&1ится на р, то, по нашему зна- 
хоположешю, будетъ ^ 

С=0 (мод. р), 

что по умножеши на х^"^ даетъ 

Ож"*— ^0 {мод» р). 

Вычитая же это сравнеше изъ 

-4ля»-1-Бл«— »-най"»— Ч-. . . .-♦-Яж-♦-^5=0 (мод. р), 

мы освободимъ последнее отъ члена Сх^''\ Тоже может» 
быть сд&канр со всяквмъ другимъ членомъ, если коеффищентъ 
его делится на р. Предноложимъ теперь, что сравнеше 

• ^«-ьВя^^— *ч-Ся!^»^«-ь....-+-//я?ч-6'=0 мод.р) 

освобождено отъ членовъ, воторыхъ коеФФШценты дЪлятея на 
р^ и Лх'^ есть членъ съ высшею степенью х. Въ этомъ слу- 
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» 

чаЪ А^ не будучи хратннмъ р^ будетъ простое относительно 
его; а потому найдется число а, для вотораго будетъ 

Умножая это сравнен1е посл']^довательно на 

Ба?*»-*, Сх^-\„..,Нх,:^, найдемъ . 

^Вал«— *— Вйр«*--»ее0 (л«од. |)). 
ЛЯоиг — Яж:^0, 

Эти сравнешя, по сложен1и съ разсматрвваенвмъ нами 

■ 

4 

даютъ 

Но тавъ вакъ А число простое съ р, то это сравнеше мо- 
жетъ быть сокращено на ^; въ сл'Ьдствхе чего оно приведфмм 
хъ следующему 

гдЪ коеФФищентъ высшей степени х есть 1, что и огЬдовало 
сдЪлать. * 

Тавъ, для преобразован! я сравнешя 2л;'-ьЗл;-ь7^ О (люд. 11) 
въ другое, въ воторомъ бы коеФФиц{ентъ внсшей степени 
X бнлъ равенъ едвни]^, мы долхны найти число а, для кото- 
раго 2а— 1^0 {мод: 11). Такое число есть в. Посл^к того мы 
въ данному сравнешю должны приложить сл1^дующ1я: 

2.3.6Ж— Зж^О (люд. 11), 
2.7,6—7^0. 

Сложивши ЭТИ сравнешя съ 2ж'-нЗл:ч-7^гО {мод. 11)>0Д*- 
лавъ цриведен1е, находимъ 

2ж4-2.3.варч-2.в.7~0 (ш>д. 11); 

откуда, по сохращеши на 2, получаемъ сравнеше 

л!='-н18г-+-42 - о {мод, 11),' 
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в 

гд^ Еоеффищентъ высшей степени х есть I, 

§ 18. Относительно сравнешй высшихъ степеней докажется 
сд'Ёдующая теорема: 

20. Теорема. При р простомъ^ сраенете 

я;»я-ьВя!«— ^-ь(7я;»— ^ч-., -^-Нх-^8^0 (мод. р) 

не можемь импть болтье т ргьшети. 

Доказательство, Для доказательства этой теорема мн за- 
м^чаемъ, что, по § 13-му, она справедлива для т=1 т. е. для 
сравненШ первой степени. Чтобы доказать справедливость ея 
для всяЕОй другой степени, доважемъ, что она должна быть 
справедлива для сравненхй степени т, если справедлива она 
для сравнещй степени т — 1. 

Чтобы убедиться въ этомъ, мы допустимъ противное; допу- 
стимъ, что сравнен1е 

а;»»-#-Бд5'»— *-+-С7ж«— 2^ -4-^*4-/8^=0 (мод, р) 

им^№тъ бол'Ье ш р'Ёшешй, между т']&мъ какъ сравнен1е такого 
же вида степени т— ^ бол^е ш — 1 рЬшен1б имЪть не можетъ, 
и докажеиъ несообразность этого. 

Мы впдЪли, что число р^шешй всяваго сравнетая съ моду- 
лемъ р опред^Ьляется чпсломъ чиселъ въ ряду 

0,1,2,.. .,!)— 1, 

удовлетворяющихъ сравнешю. Поэтому сравнеше 

а?»»н-Ва;«»— *-+-(7ж»»— 2_^_ -^Нхг^-З^О (мод. р) 

можетъ им^Ьть бол'бе т р']^шешй только въ томъ случа']^, когда 
ему удовлетворяетъ т-+-1 чиселъ изъ ряда 

0,1,2, 1>-1. 

Пусть эти числа будутъ 

а, ах, «2, .... «Лд,. 

Возмемъ одно изъ нихъ, напримЪръ а, и разностш х — а 
будемъ д]&лить 

а^-ьБж*»— *-1-аж— 2^ -+-ЯЖ4-5; 

частное, очевидно, будетъ вида 
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въ ос1^атк& будетъ некоторое число В. Прира^внйвая д^Ьдииое 
произведен! ю Д'Ёлителд на частное, сложенному съ остатвомъ, 
найдемъ 

Въ слЪдств1е чего сравненхе 

ж*»-4-Ба:"*—*-*-С7я*»— Ч-.....-ь//ж-Ь|5=0 (мод. р) 

представится такъ 

(л--а)(жя»— «-1-В1а;»»— 2_,_(7^жт— 3^ -^Н^X'^8x)-\-В^0 (мод, р). 

Д*лая зд-Ьсь а?=а, гд* а, по положенш, есть одно изъ чи- 
селъ, удовлетворяющихъ разсматрпваемому нами сравнен ш, 
найдемъ 

В:^0 (мод. р); 

вычитая же это сравнеше изъ предндущаго, получаемъ 

(ж^-аХл*»— ^ч-Б, ж»»"- М-С! я*»— з_|_. ПгХ-^Зх )=0 (л«од. ^р) (9) 

Вотъ къ какому виду приводится разсматриваемое нами 
сравнеше. 

Посмотримъ теперь, могутъ ли удовлетворить всЬ ему тч- 1 
чиселъ 

если сравнен1е 

ж"*— *ч-В1а;»»— :Ч-(71Ж»»— 3-1-.. -^-П^х-^Зг—О (мод. р), 

ст^цени т — 1, не им'Ьетъ бол-Ье т— 1 р^ЬпIен^й. Если это срав- 
неше не имЪетъ бол^^е т — 1 р^Ьшен1й, то всЪ ш чиселъ 

ВЗЯТИЯ нами изъ ряда О, 1, 2, ....,р— 1, не могутъ емуудов- 
летворять. Пусть будетъ а^ то число, которое ему не удовле- 
творяетъ, въ этомъ случае 

не будучи сравнимо съ нулемъ по модулю р, представитъ чи- 
сло, нед%дяп];ееся на^), и сл'Ьд. простое съ р\ ибо р число само 
по себ'Ь простое. То-же нмЪетъ м^^сто относительно разности 
а, — а: ибо числа а» и а, будучи не бол4е р — 1 и не меоЬе О, 
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въ разности* не могутъ дать число, д'Ьллщееся на р. Итакъ 
числа 

простыя офносвтельно ^>; сл^Ьд. простое число относительно р 
и произведете ихъ 

откуда, ВЪ противность допущенному нами, сл1^дуетъ, что х^ 
а, не удовлетворяетъ сравненш (9). Сл'Ьд. сд'Ьланное нами до- 
пущен1е невозможно, что и следовало доказать. 

На основанш этой теоремы можно доказать следующую бо- 
л*]^ общую: 

21. Теорема. Если вь сравненш 

Ах^-*-Вх'^—^-^Сх^^-^''*- -^Нх-*-8~0 (мод. р) * 

не всп> коеффщгеиты дгьлятся на р^ то оно болтье т ]тги€~ 
нШ импть не можешь. 

Доказательство. Мы вид-бли въ $ 17, что въ сравнети 

Ах^^Вх'^—^-^д^"^-^ -нЯа^4-^8'=0 {мод, р) 

могутъ быть опущены всЪ члены, которыхъ коеФФищенты де- 
лятся на р. Тавимъ опущешемъ членовъ сравнеше 

^а:»»ч-Вдгт— 1_|_Са?»»— Ч- -*-Пх^8ееО {мод. р) 

приведется въ тождеству 

= {мод. р), 

если всЪ коеФФищенты А^ В^ С,.:.. Н^ 8 суть кратные р. Въ 
противномъ случае сравнеше 

^Аж^^ч-Бж*»— *ч-Ож**""Ч- '^Нх=:0 {мод р) 

приведется въ другому, вотораго коеФФищенты не будутъ де- 
литься на1>. Д'Ьлая въ этомъ сравнбши, по 17, воеФФищентъ 
высшей степени равнымъ единице, мы, по предыдущей тео* 
рем^^ завлючимъ, что оно не имЪетъ бол^ рЪшешй, чЪмъ на» 
ходи1:ся единицъ въ повазателЪ его степени; а сл^д. не им^- 
етъ болЪе т рЪшенЦ: ибо, очевидно, сравнеше, получаемое изъ 
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-1ж"»-ьБх*^»-4-Сл?"*— 2^ -^Нх^З Е= о (мод, р) 

ооущешемъ вавихъ бн то нибнло членовъ, не можетъ бить 
степени бол^е т\ откуда и слЪдуетъ предложенная нами тео- 
рема. 

§ 19. На основанхи этой теорема могутъ быть довазанЕг 
мнопя любопптныя свойства чиселъ. 
Такъ можно доказать слЬдуюп^ую теорему: 

« 

22. Теорема* Коеффгтенты в&ьхь степеней х въ разложе- 
ти вырао1денгя 

(ж— 1) (ж— 2) (ж— 3) . . . .<л— р^) |^жР— *-ь15 

д^ьАятся на ^>, если р число простое, 
Доказа)пе4Ьство, Внражев1е 



(ж— 1) (ас— 2) (ж— 3) .... (ж— р— 1) 

обращается въ нуль, при л? = 1, 2, 3,. . . , р -г- 1. СлЪд. вс4 эти 
величинн X удовлетворяютъ сравненш 



(ж— 1) (ж— 2) (а!— 3) (ж— р— 1) ^ О (люд. р). 

По теорем^Ь. же Фермата эти числа удовлетворяютъ сравнешю 

X Р—^ — I ~ о {мод. р), 

Внчптая это сравнен1е изъ предндущаго, мы находимъ та^ 
кое сравнеше 



(ж— 1) (о?— 2) (л— 3) (ж— р— 1)— жР— *-1-1 = О {мод. р\ 

которому также будутъ удовлетворять числа 1, 2, 3, ,,.ур — 1^ 
ибо оно получено изъ сравнешй, которымъ числа 1, 2,^,.., 
р — 1 удовлетворяютъ. Если же сравнешю 



О»— 1) (л?— 2) (ж— 3) (ж— р— 1)— жг'— *ч-1^0 {мод. р) 

удовл^творяготъ числа 1, 2, 3, . . . , 1> — 1. то оно им4етъ р—г! 
р^Ьшвн1й 

л НЕ 1, ж = 2, а? ^ 3, . . . , ж ~р — 1 {мод. р), 

А это, по предндущей теореме, не иначе можетъ им'бть м^^- 
сто, вакъ при д'Ьлимости на р вс'Ьхъ коеффицхентовъ въ срав- 
нешн 



(ж— 1) (ж— 2) (ж— 3) ... (ж— р-Ч)— жР~*-4-1 = О {мод, р)\ 



• 
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ибо это сравнен1е, кавъ не трудно заметить, степени р — 2; 
отауда и сд'Ьдуетъ предложенная нами теорема. 

Посмотримъ теперь, въ вакиыъ сравненхямъ приводить насъ 
эта теорема. Для этого мы замЪчаемъ, что вырахеше 

(05—1) (а5--2) (ж— 3) (ас— р— 1)— я?Р— »-|-1, 

по вшголнеши умнохешй и лриведенш членовъ, будетъ 

— (1-4-2-нЗч- .... н-р— 1)«Р- 2ч-(1.2ч-1.3ч-2.3-+-. . . .)я?Р— » — 
(1.2.3-+-2.а.4-Ь . . . .) гсР— ♦-+- .... -♦-(— 1)Р— 4.2.3 .... (р— 1)-Ц; 

ел^^дов., по доказанной нами теореме, числа 

1ч-2-ь -ьр— 1» 

1.2ч-1.3-ь2.8-^ , 

1.2.3-4-2.8.4-4- 



(—1)Р—* 1.2.3 (|)— 1Й-1 

будутъ кратння р^ что, по нашему знавоположешю, предста- 
вится такими сравнешями 

1-4-2Ч-3-4- .... -^р — 1=0 (мод. ^)), 

1.2-1-1.3-1-2.8Ч- = 0, 

1.234-2.3.44- = 0, 



\ 



(— 1/— «1.2.3. . . . (р— 1)4-1=0. 



Вотъ сравпешя, которня- будуть нм^Ьть м'Ьсто для всяваго 
простого числа р. Тавъ, для р^б будетъ 

14-2-ь84-4=0 (мод. б), 
1.2-Ы.8-н1.4-1-2.3-1-2.4-4-3.4=0, 
1.2.34-2.3.4-1-1.2.4г1'1.3.4^0, 
1.2.3.4гЫ=0. 

Особенно замечательно здЪсь сравнен1е 

(— 1)Р-*1.2.3 . . . .(р— 1)-|-1=0 (мод, р), 

которое приводить насъ въ сл'Ьдующей теорем'Ё, изв'Ьстной 
подъ назвашемъ теоремы Вильсона. 

23. Теорема. Если р число простое^ то 1.2.3 (р — 1)-4- 

1^=0 {мод. р). 



г 



-г 47 — 

Доказательство. Число р можетъ быть или 2 или бол'Ье 2; 
въ посл^^днеиъ случае оно, вавъ простое, будетъ всегда на- 
четное. Но сравнеше 

(— 1)Р-*1.2.8 .... (р--1)-1-1=0 (мод, р\ 

справедливое для всяваго простате числа р^ при р нечетномъ, 
даетъ 

1.2.3 (р- 1)4-1 Э) (люд. р). 

Это же сравнеше имЪетъ м^^о и при1>=2; ибо для этой 
величины р оно приводится въ сл^Ьдующему: 

1Ч-1 =0 (мод, 2), . 

ЧТО справедливо. Тахъ уб&Бдаенся въ предлоавенной нами 
теореме. 

Не трудно доказать, что вообще если т чиселъ а^^а^^а^^ — Т 
ащ^ Еоторня меньше р и не мен^^ О, удовлетворяютъ сравиешю 

-4д^»ч-Ба5«*— *-кСя^«— 2-н -ьХйс-нЛГ^О (мод, рУ, 

\ 
Угьо *, — А(а1-нх|ЧЧ|зН- ч-Лда) ^Б (мод. р\ \ 

^1(01 01-1-01 авч-оаа^ч- , . . ) ^ С, 



( — !)•*•" *А(в10в а^^гН-а^а^ а^н- )'=^, 

( — 1)*"^.а1О{0| *. . . а^я=ЛГ. 

Въ самомъ д^л'Ь, чнсла а^^а^а^^ ••• ^т обращаютъ въ нуль 
внражеше 

Л(Х'—аг) (ж— Оа) (л— Оэ) (ас—О- 

Сл^д. ЭТИ числа удовлетворяютъ сравнешю 

А(х^^41х) (ж— 0|) (л;— «г^^О (мод. р). 

Но тЬ же числа, по лоложешю, удовлетворяютъ сравнешю 

-4д;'*-1-Вж'*--^ч-Са;*»--2-1- -1-Хд?-*-М^0 (мод. р\ 

а потому удовлетворяютъ они н сравненш 

Л(х—а^) (ж— оо) (ж-оз) (я*— «л») 

— Аж"*— Вя»— *— Сл»— 2— —^X'^^'М~0 (мод. р\ 

получаемому въ разности предндупщхъ сравнешй. Но если это- 
му сравнешю удовлетворяютъ т чиселъ а^уа^, аз, — , а,;, взя- 
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* 

тихь намь лзъ ряда О, 1, 2, 3,...,^ — 1, то оно гас&етът 
р^шешй; степени же его меньше т; ибо въ внраженш 

А(Х'-(1^) (х — гУз) (ж — Оз) .... (ж — а^) 

члеиъ съ х^ сокращается. Всл^^дств1е этого, ио 21-й теорем'Ь, 
мы заключаемъ, что въ сравнен1и 

А{х — ах) (ж— ая) {х — а л) .... {х—а^ 
— Аж»»— Бх«»— 4— Ож»»— 2__ .... — Хж— Л/^О (люд. р) 



воеффищентн вс^^хъ степеней х д']Ьлнтся на р. Но въ этокъ 
сравненш коеФФИдхентн х^~ \ х^ \-*л х^ а?° суть 



— ^^1(а1-1-а8-+-0а-+-. а^и) — Б> 

А(с&1а2"+-в1Ла-*"Л2^з"+~ .•»..* ) — ^» 

(— 1)т— йДд^д^ .... Ода— 1 -ьсгаОз а^-^ ....) — Ь, 

(— 1)«*Аа1172аа «да— -2ИГ. 

Сл^д., ПО принятому нами знавоположен1Ю, будетъ 

— ^1(а1-|-а2-*-аз-1- ...... -на,^,)— Б=0 (люд. р), 



(— 1)»»Аа1а2(1а (^пГ-^ "=^5 

* 

откуда и выходатъ сравнен1я 

— -4(а1Н-а2Н-«з-1- . . . -♦-ада)^Б (люд. р), 
г1(ог1а2-*-а1«1з-1-а2Лу-1- .... )=С^» 



{—\ул—^А{а\а^ Лд,— 1-+-Л2«з «т"*" • • • • ) =А 

"• . (— 1РА(/1 аэ":| а^ ^М, 

который им'Ьли въ виду доказать. 
ТакЪ) изъ сравнен1я 

д?^-4-2а?2ч-ж— 4 '^0 (лод. 11), 

воторому удовл^^ворятъ числа 1, 3, 5, мы найдемъ 

— (1Ч-3-+-5) ~ 2 (люд. И), 

1. З-Ы. бч-В. 5 = 1, 

— 1.3.6 ~ — 4. 
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§ 20. Мы доказали, что сравнеше 

а^-^Ва^- *ч-Сж"»- Ч- . . . . н-Ялм- ^= О {мод. р) 

не можетъ им^^ть бол^^ т рЪшешй Теперь посиотримъ, при 
вакихъ условхахъ это сравнеше ии^^етъ не меи^е т р^Ьшешй. 
При этомъ МП будешь всегда предполагать т не бол4е р — 1. 
Покажемъ же предварительно, что сравнеше 

ят'^-ьБж*»— *ч-Сж^— Ч- .... -»-Хя!-|-ЛГ=0 (мод. р) 

можетъ быть всегда приведено къ этому виду. 
20. Теорема. Если р число простое^ то сравненге 

а;»»-ьВж«— ^-ьСж»»— 2^ .... -|-Хж+-Л/=0 (мод. р) 
можетъ быть замгьнено сравненгемъ степени р — 1 

Лл?Р— *-1-Б1жР— 2^_(7,а;Р— з_^_ . . ^ . ^^^x■+^Мг=0 (мод. р), 

гдгь полиномъ А^хР — * -+- В^х^ — ^ ч- С^х^ — ^ -н ..... ч- 1^х -*- М^ 
есть остатокъ отъ дгьлешя 

Я^-+-В«— *-1-С»»— 2-4- ч-Хж-ьй' 

на х^ — X. 
Доказательство. Д'Ьлпмъ колпномъ 

на х^ — а?; частное и остатокъ будутъ Функцш Ц'Ьлыя съ ц-Ь- 
лнми БоеФФиц1ентами; притомъ, степень остатка будетъ мень- 
ше степени делителя х^ — х\ сл^Ьд. не боА*е 1>— 1. Пусть же 
частное этого д4летя будетъ Фх и 

« 

остатокъ; приравнивая д'&1имое прОизведенш д'Ьлите^хв на 

частное, сложенному еъ остаткомъ, найдемъ 

• « 

Фа<лР-у)ч-Л1жР— *ч-В1а'Р— 2ц.(7,ж^— Ч .... Ч-Х1Ж-+-А/, . . . .(10) 

На основан1и этого уравнен! я не трудно убедиться, что 
сравнеше 

ж*»ч-Бж*»*— *-ь(7ж»^-~2^ ч-Хо'Ч-Л^ О (мод. р) 

тождественно сравнешю 

^41^^— »-ьБ1жР""2_,.(7д^^г'— з_|. -ьХ,ас-1-Л/,=0 (мод. р). 

Чебышевъ. Тсор1я сравн. 4 
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6ъ са&юиъ д^^лФ, внражете х^ — х при вс%хъ значешяхъ 
X будетъ сравнвмо съ О по модулю ^9; ибо оно, очевидно, де- 
лится на р при X вратномъ 2?, а, при х нед'Ёлящемся на 1>, 
будетъ х^ — ^ — 1^0 (лсоЛ р) по теоремй Фермата. Изъ это- 
го видно, что, при вс4хъ значен1яхъ ж, будетъ сравнимо съ 
нулемъ произведете Фх {х^ — х\ 
' Поэтому, не изменяя сравненхя 

МЫ можемъ вычесть изъ первой части его Фх {х^ — х\ всл-Ьд- 
ств1е чего оно представится такъ 

.г^-нБ/г*»— ^ч-Саг*»— 2_^ -ьХж-нЛГ— Фк(ж^— ж)^0 {мод. р), 

а это, по (10), приводится къ следующему 

А^х^'—^ч-В.хР—^Ч-С^х^—'^'^ .... ч-Х,ж-ьМ1 ^0 (мод. р), 

ЧТО и требовалось доказать. 

На этомъ основанш мы зпключаемъ, что степени сравнешя 
съ модулемъ 2 можетъ быть понижена до 1, съ модулемъ 3 
до 2, съ модулемъ 5 до 4, и т. д. 

Такъ, ижЬя сравнен1е х^-*-х^—1^0 (мод. 3), мы степень 
его можемъ понизить до 2-хъ. Для этого ищемъ остатокъ отъ 
д'Ьлен1я ж* -ь ж^ — 1 на х^ — х. Такъ какъ этотъ остатокъ есть 
х^ -^^ X — 1, то разсматриваемое нами сравнеше заменится 
такимъ 

Х'-^х—т о (мод. 3). 

§ 2. Показавши, какимъ образомъ степень сравнен1я съ мо- 
дулемъ р можетъ быть понижена до р — 1, приступимъ теперь 
къ опред^летю услов1й, при которьтхъ сравнеше 

сгт-^-Вх^—^ч-Сх^—^-^ -|-2:«ч-М= О (мод. р) 

им^отъ т р'Ьп1ен1й, гдЬ т не болЬе р — 1. Мы зд-Ьсь предпо- 
лагаемъ к0еФФИЦ1ентъ высшей сгепени х равнымъ единиц-Ь; 
ибо пид4ли, что» это можетъ быть сделано во всякомъ сравненш, 
Вотъ теоремы, по которымъ мы всегда узнаемъ, им-Ьетъ ли 
данное сравнен1е столько р-ЬшенШ, сколько въ показателъ его 
степени находится единицъ, или н'Ьтъ. 
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25. Теорема. Если сравнение 

ж''*-1-Бя;'«~*-н(7ж'"'*— 2^ .... -^-Ьх-^М'^ О {мод, р) 

илтеть т ртиенгй^ то въ остаткть отъ дгьлетя а^ — х на 

х^'-нВх^"^—^-нСх^~'^'+- -ь^Ьх-^М всгь коеффищентт 

дтьлятся на р. 

Доказательство, Пусть будетъ Ех частное отъ д'1>лен1я 

остатокъ отъ этого д'Ьлен1Я. Приравнивая ' д*Ьлпмое произведе- 
шго д Ьлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ 

откуда выходитъ 

х^'-х-'Тх{х'^-\-Ъх«^-^-\-Сх^-''^ .... -^Ъх-л-'М)=-Фх . . . (И) 

, Возьмемъ теперь сравненхе ' 

ж^—а; -1?'а(ж«»-*-Г'»— *-+-С^— 2_,_ 1-Ьх-^М)- О {мод. р) 

И довахемъ, что въ сд'Ьланныхъ нами предноложен1яхъ это 
сравнен1е им^етъ не мен'Ье т рЬтенШ. Это с;1'Ьдуетъ изъ того, 
что, при вс4х'ь веди чина хъ х, внражете х^—х, вакъ вид'Ьли 
въ § 20, сравнимо съ О по модулю р\ выраженхе же 

Гх{х^-*-Вх^—^-ь^Сх'^^^-^ -|-Хж+ И) 

становится сравнпмьтмъ съ О по модулю р при всЬхъ числахъ, 
удовлетворяющпхъ сравпенхю 

х^-^Вх^—^-+-С^' "1—2-4- н_Ха^ьЛГЕГ. О {мод. 2^); 

ЭТО же сравненхе пм'Ьетъ т р'Ьшен1й, ;.о положенш. 
Итакъ, сравяенте 

хР- х—Гх{х'^-*-Вх'^--^'^С^—^ч- -^^x-^-М)= О 

пм^с.тъ по крайней м'Ьр'Ь т р1'.шеп1й. Но оно, по (11), приво- 
дится къ 

Фх:^ о {мод, р), 

котораго степень меньше т: ибо Фх означаетъ у насъ 
остатокъ отъ дЬлешя х^ — х на 



— 52 — 
УбЪдясь такииъ образомъ съ одной стороны, что сравнете 

Фж = (мод. р) 

нх^етъ по крайней жЬрк т р^шешй, а съ другой, что оно 
степени ниже т, ни, по теорем'Ь 20-ой, заключаемь, что въ 
Фх всЪ воеффищентн суть числа вратння р, въ чемъ и закл1>- 
чается предлоа|ренная нами теорема. 
Довахемъ теперь обратную этой теорему. 

26. Теорема. Если остатокь отъ дтьлетя х^ — х на х^-*- 
Вх^ — * -*- Со?** — ^ -*7 •••••• "^ Ьх-^М ылтеть есть коеффицгенты 

кратные р^ то сравнете 

ж"»-1-Бж»»— ^-ьСж*»— Ч- .... -*-1а>-*-М=0 (мод. р) 
импетъ т рптетй. 

Доказательство. Пусть будутъ Рх и Фх частное и оста- 
токь отъ д'Ьлешл а^ — ж на 

остатовъ Фх^ но положешю, б^^ть им^ть всЪ воеффищентн 
кратные р\ поэтому для всякой величины х буд,еть 

Фа5 = (люд. |>); (12) 

частное же Ех будвтъ цЪл&л Функщя такого вида: 

Приравнивая д^Ьлимое произведетю делителя на частное, 
слоавенному съ остатвомъ, вайдемъ 

откуда 

х^'^х—Фх=Гх(х'^-^Вх^—^ч-Сх^—^-^ -*-Хж+-Ж). 

Но такъ какъ, по (12) и по сказанному памп выше относи- 
тельно х^—х, выражеше х^ — х — Фх сравнимо съ нулемъ по 

модулю р для всЬхъ чиселъ О, 1, 2, ,р — 1; то вс* эти числа 

будутъ удовлетворять сравнешю 

Рж(х«-1-Вх«--*-+-Ся5»— Ч- -ьХан-ЗГ) = (.под. р)] 

ибо первая часть его, по выведенному нами оейчаеъ уравне- 
нш, тождественна разности а^ — ж— Фх. 
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Итавъ, ВС* числа О, 1, 2, , 'р — 1 удовлетворяютъ срав- 

нетю 

2?'ж(а?»-нВав'»— ^-нОж*»— 2^ -нХлч-Ж) ^ О (люд. |>). 

Но этому сравненш никаЕое число не можетъ удовлетво* 
рять, не удовлетворяя ни одному изъ сравнешй 

Га^ о, л'»-+-Бж»'*-*-н(7ж*^~"2-и -л-Ъх-\^Ж— О (мод, р). 

Въ саыомъ д']^л*, если эти сравнешя не удовлетворяются 
при ж==(х, то 1^а и а"^-I-^Ва'*— ^-нСа"»— 2-ч-....-1-/;а-+-Ж 
суть числа, не Д'Ьлящ1яся на 2?, а потому и простыя съ р, ибо 
2> число само йростое. Но если Р($, и 

суть числа простыя съ ^, то и произведен1е ихъ 

ЧИСЛО нростое съ 'р и сл'Ьд. сравнеше 

^?'ж(.т«-4-Бж"^-*-+-Са;»»— 2_^ .... Ьх-л-Ш) '- - О {мод, р) 

при а;=а не удовлетворяется. 

Итакъ, каждое изъ р чцселъ О, 1, 2, уР — 1 будетъ удов- 
летворять по крайней жкрЬ одному изъ сравнен1Й 

:^х ~ о, х^-ь-Вх^—^-1-Сх'^—--+- -^Ьх-\-М— о {мод, р), 

а потому, если назовемъ черезъ п и п\ свольбо чиселъ въ ряду 
О, 1, 2, ,р — 1 удовлетворяетъ сравнешю Рх=^0 (мод. р) и 

х^-^-Вх^—^-^-Сх^—^-^ -нХж-+-Ж -О {мод, р); 

ТО сумма п-\-п будетъ не менЬе^>. Притомъ, числа «, л', озна- 
чая, сколько чиселъ въ ряду О, 1, 2, ,2?— 1 удовлетворяютъ 

сравнешямъ 

Т'х :^ О, ж'Л-ьБж*»— 1-ьС'ж'»— 2-*- -1-Хан-Ж ~-- О {мод, р), 

будутъ равны числу р'ЬшенШ этихъ сравнешй; слЪд., по теоре- 
ме 20-й, число п' не бол-Ье т, а п — не болЬе р — ш] ибо ви- 
дели, Рх есть функщя такого вида х^ — ^-^Б^х^ **" 
Итакъу числа м, п\ опред^юпця число р^шенШ сравнешй 

^'х — о, а!*»-*-Бж»»— ^н-Са;"'— -2-ь -нХаг-ьЖ" ~ О {мод, р\ 

будутъ удовлетворять услов1ямъ 



1 , 

• •• • ■ • 
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. два услов1я, по всиючеши я, даютъ я' = > т, & 
это, въ совокупностп еъ услов1емъ «'=<)», обнарухиваютъ 
равевство п'=т. Откуда в стйдуетъ предложенная теорема. 

Ня основаши 1Т0С.111днихъ двухъ теоренъ иы узваеиъ всегда, 
нм'1етъ ля данное сраввеи1е стольво р^Ьшен^й, свольно въ по- 
казателе его степени содержится едннацъ. Для этого ми, сд4- 
лавь предварительно воеФФиц1ентъ высшей степени х въ дан- 
Еоиъ сравнеши равныкъ еднпиц'Ь но способу, поиазаннону 
въ § 17, и называл черезъ р модуль его, дЪлнмъ х'' — * на 
п'зрвую часть сравнен!». Если остатокъ, получаемый при этоиъ 
д'Ьлев1в, ян^ет'ь ъсЬ воеФФВщевты вратнне р, то, по посл^Ьд- 
вей теоре^, мы заключинъ, что данное срапнен1е ииЪвтъ 
стольво рфп[ен1й, сбольво въ ноказител^ его степени содержит- 
ся еднницъ. Въ нротввиоиъ же случа']^, по теореиФ иреЗ^по- 
слЁдней, мн вавлючииъ, что сравнеп1е не нн^етъ стольво 

р^[1ШеН1Й. 

Напр. чтобы узнать, имЪетъ ля ';равЕен1е 

х^—х-—2х ^ о (мод, 5) 

три рЪшеН1н, В.И1 Н'Ьтъ, мы д'^пиъ х^ — х на а:^ — а;^ — 2х. 
Такъ какъ остатокъ этого Л'Ь.1ея)я есть Ьх^ — 5а;, гд* обавоеФ- 
Фищента д^ятси на 5, то мы заключаеиъ, что разсматривае- 
иое нана сравяен1е ия'Ьетъ три р'Ьшен1я. 

Напротивъ, дЬля х^ — х на ж'-»- х^ — 5 и находя въ остат- 
ки X* — За;-1-2, гд* ковФФВпДенты не дЬлятся на 5, закдючаемъ, 
что сравнение 

хЧ-х^ 2 --0 {мод. 5) 

<1И'Ьеть иен^ трехъ решев1й. 

ГЛАВА IV. 
О сравнешвхъ вторвй степени. 
§ 22. 0|5иуй видъ сравнеши второй степени есть 

ах--*-Ьан-С ' О (мид. р). 

Это сра8нев1е приводится еъ сравнешямъ первой степевп въ 
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4 

двухъ елучадхъ. Во первпхъ, когда р»2* Въ этомъ сдуча*]^, 
по 20-й* теорем-Ь, степень сравнешя 

<1Х-ч-Ъа>+-с^0 (мод, р) 

можетъ быть понижена до 1. Во вторнхъ, сравнеше 

ах^-^-Ъх-^с^О (мод. р) 

приводится къ перво13 степени, когда а д'Ьлится на р\ ибо въ 
этомъ случа-Ь будемъ вмйть 

а = (мод, р\ 

что, по умножвн1и на х^^ даетъ 

ах'^О (мод. р)\ 

вычитая же это сравнеше изъ ах^ -^ Ъх -*- се^О {мод, р% най- 
демъ Ьхч-с:^0 (мод. р). 

Итаяъ, въ случае р = 2 или а кратнаго!?, сравнете ах^-*^ 
Ъхч-с^О (мод, р) приводится къ сравнешю первой степени, 
которое р^Ьшить &1Ы ум'Ьемъ. Обрап!(аемса теперь къ случаю р 
не = 2 и а, не д-Ьлящагося на р, и, для упрощен1я нашихъ 
нзыскашй, ограничимся сначала случаемъ р простаго. Мы те- 
перь нокажемъ, къ чему приводится въ этомъ случаЬ р'1^ше- 
ше ср»внеша 

(1Х*-*-Ьх-^с — о (мод. р). 

Такъ кавъ р предполагаемъ числомъ простымъ, отличнымъ 
отъ 2, и а не делящимся на р, то 4а будетъ число простое 
съ р; а потому, какъ не трудно убедиться, сравненхе аж*-*- 
Ъх-^с^О (мод. р) будетъ тождественно такому 4а (ах^-+-Ъх-*- 
с)^:0 (мод. р). Въ самоыъ дЬл*, первое сравнен1е предпола- 
гаетъ второе: ибо, не нарушая сравнен1я, мы можемъ члены 
его умножить на всякое число| обратно, второе предполагаетъ 
первое: ибо оно получается изъ втораго сокращен1емъ общаго 
множителя 4а,— сокращу шемъ повволитшльнымъ, потому что 4а 
число простое съ р. Но сравнен1е 4а(аж^ -н Ъх-^с)^^ (мод. р) 
можетъ быть написано такъ 

(2ааз-+-&)2— 6«-ь4ас^~ О (мод. р). 

Откуда выводимъ 
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г^ ^ Ь' — 4ас (люд. ^>), 

предполагая 

г = 2ал; -+- Ь. 

Изъ этого мы видимъ, что рЪшеше сравнен1я 

ахг- -4- &ЯН-С >-~ о (мод, р) 

приводится къ р1>шен1ю сравнен1я 

г- '—: &2— 4ас (мод. р) 

И опред&гешю х по уравн^нхю 

2ах -\-Ь = г, 

Но что касается до опред'&лен1я х по уравнешю ^ах-^-Ь^г^ 
когда р'бшешемъ сравнешя г^^^Ъ^ — 4ас (л10(?. р) найдено ^, 
то оно сводится на р'Ьшенге сравнешя первой степени. Въ са- 
момъ д-Ьл*, р4шеше сравнетя я^^^Ъ^ — 4ас {мод. р\ по за- 
наченному нами вообще о р']&шен1и сравнен1й /"х^^О (мод. р), 
гд'Ь /Ь? цЪлая функщя х съ ц'Ьлыми коеффисиентами, предста- 
вится однииъ или н'ЬсЕолькими сравнешяии вида 

г -а (мод. р). 

Всл^дствхе чего, для ооред'Ьдешя неязвЪстнаго х, связан- 
наго съ ^ уравнешемъ 2а^-*-Ъ=л1, будемъ им*ть 

2с1Х-^Ъ~ а (мод. р). 

Это сравнеше, кавъ первой степени, мы р'Ьшать уиЪемъ;за- 
и'Ьтимъ также, что оно, въ сдЪланннхъ нами предиоложен1яхъ, 
будетъ всегда им-Ьтб одно р'Ьшеше: ибо зд'Ьсь 2а в р будутъ 
числа относительно другъ друга лростня. 

Итакъ, вся трудность р5^шетя сравнетя 

аж2-|-5я5иьс = о (мод. р) 

заключается въ рЬшен1и сравнен1я 

г^-^Ь'^—4лс (мод. р); 

этимъ сравнешемъ мы теперь и займемся. Мы его будетъ пи- 
сать такъ 

гггЕ::5дГ (мод. р), 

полагая, для совращешя, Ъ^ — 4ас = ^. 



Равснатривал сравнеше 

г' ~ ^ (мод. р), 

мы заийчаенъ, что оно, прв ^^0 (мод. р), будетъ уловлвтво- 
ряться предполоя!вн1вмъ г = О (лик*, р). Не трудно такве убе- 
диться, что въ атоиъ .случа'Ь ^^ееО (мод. р) есть единственное 
решете сравнеша г'^^д (мод. р). Въ саыонъ л^л^Ь, если ^ 
срдввино съ иулемъ по модулю р, то сравиеше е^=^^^ (мод. р) 
выражаетъ Д'Ёлвиость г^ на р. Но р, будучи числонъ про- 
ствиъ, не нокетъ д'Ьлитьса па ввп^атъ какого либо числа; 
ехЁд., по 6-ой теореи^, д^^ижость е^ ва р предполагаетъ Д'Ь- 
линость ^ на р, а это внражаетсч сраввешенъ 
г .3 о (мод. р). 

Итакъ, если ^ сравинио съ нуленъ ио модулю р., то ср&вне- 
н1е г^^д (мод. р) ин'Ёетъ одно только р*гаен1е г^О (мод. р). 

Переходииъ теперь въ случаю ^ песравнинаго съ иуленъ 
по модулю р; въ этоиъ случа'Ь, относительно р'!&шев!й сравве- 
ни г^:^^ (мод. р\ будетъ ииЪть м^кто с;1'Ьдующая теорема: 

27. Теоуешя. Если д не сравнимо съ нулемъ по модулю р, 
то сравненге г'г^д (мод. р) или вовсе не имгьетг ргьшенгя, или 
импетъ ихъ два. 

Доказательство. Мы вид-Ёли, что вообще сравнев1е /;се^О 
(мод.- р) вм1Ёетъ столько р^шенШ, свольео чиселъ въ ряду 
О, 1, 2, ...,^) — 1 ему удовлетворяетъ. На основанш этого, ие 
трудно довазйть, что сравнеше г^^^ (мод. р\ при дг ав:^0 
(мод. р), не можетъ ин^ть одно только р^вше. Въ самомъ 
д^1^, пусть будет! а то число, которое въ раду 0, 1,2,..., ^) — 1 
- удовлетворяетъ сравнев1ю ж^^ л^ (мод. р). Число а не иожетъ 
быть нуленъ: ибо, д'Ьлаа въ сравнеши 2^-^9 (мод. ^) число е 
равнымъ нулю, ваходпмъ ^~<1 (мод. р), что противно полоа 
нш. Итавъ а будетъ одиинъ изъ чиселъ 1, 2,...,р — 1. 

Но ие трудно убЬдиться, что если а удовлетворяетъ ера 
вев1ю г'Е^й (мод. р), то р — а будетъ такхе удовлетвора 
ему: ибо (р — о)*, кавъ равное ^^' — 2арн-а*, сравнимо сь 
по модулю р. Сл'Ьдоватйльво, ^> — а будетъ онред'кыть втор 
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р*шев1е сравнвн1а г^ ^ д^ {мод. р\ есди число р — а заклю- 
чается въ ряду 

0,1,2, ,р-1 

и отлично отъ а. Но первое сл4дуетъ взъ того, что а не бо- 
лФе^ и не мен'Ье 1; второе же небходимо должно им'Ьть м'Ёсто, 
потому что, въ противномъ случае, было бы р — а=а^ и сл'Ьд. 
2а = р^ что невозможно, ибо р число простое отличаее отъ 2, 
а потому четнымъ быгь не можетъ. 

Игавъ, если въ раду найдется одно число, удовлетворяющее 
сравнешю 1г^?=д (мод, р), то найдется и другое, ему удовлетво- 
ряющее. Сл'Ьд. это сравнеше не можетъ им-бть одно только 
рЪшен1е. Но это сравненхе, будучи второй степени, не можетъ 
имЬть также бол'Ье двухъ р'Ьшен1й; сл']^довательно, оно должно 
им'Ёть или два р']^шен1я, или не одного, что и сл'Ьдовало дока- 
зать. 

§ 23. Мы займемся теперь пзсл'бдовашемъ признаковъ, но 
которымъ можно узнать, им'Ьеть ли сравнете ^г^^ ^ д (мод. р\ 
гд-Ь вредполагаемъ д не ^^ О (мод.р), два р4п1ея1я, или ни од- 
ного. 

На основаиш теоремъ, доказанныхъ нами въ § 21, ве труд- 
но узнать, им-Ьеть ли данное сравнеше ^^ .^ ^ (мод. р) два р-Ь- 
шешя, или н'Ьтъ. Для этого, мы должнм найти остатокъ, полу- 
чаемый при д^ленш е'^' — 2 на е^ — д. Чтобы найти этотъ оста- 
токъ, мы д1^лимое г'^ — ^ представляемъ такъ 

р— 1 р— 1 р— 1 ' 

(^) -^ \-^^а -1_К 

р— 1 р—1 

И зам'Ьчаемъ, что (г^) ~~^ — д 2 дЬлится на ^- — д. Сл Ьд. 
при дЬлен1И этого внражешя на ^--^д, остатокъ будетъ 

Отсюда, по теорем* 26-й, мы заключаемъ, что сравнеше ^^=^д 

(мод. р) им4етъ два р-Ьшепхя, если д г — 1 делится на р, 
или, что одно и тоже, по нашему знакоположешю, если им'Ьеаъ 
мЪсто сравнен1е 
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2 2 — 1 (^мод, р), 

Если же это сравненхе не удовлетворяется и сл4д. ^ ^ — 1 
не д'Ьлатся на ^7, то, по теореме 2 5 6, заклю?имъ, что сравне- 
'н1е ;ег^^д (мод, р) не нм'Ёетъ двухъ р4шешй, а потому оно не 
можетъ имЪть и одного р'Ьшешя; ибо, по теорем'Ь 27-й, это 
сравнен1е или имЬегъ два рЪшенхя, или не имЬетъ ни одного. 

Итакг, сравнеше ^^ ^ь: д (мод, р) им4етъ два р^шешя, или не 
им-Ьетъ ни одного, смотря по тому, будетъ ли сравненхе, , 

р-1 

2 2 1 {мод. р), 

им^ть м'Ьсто, или не будетъ. Въ первомъ слуадЬ, мы будемъ 
говорить, что сравненхе г^:^^ (мод, р) возможно; во второмъ, 
— что оно невозможно. 

Припомнимъ зд']^сь, что все это выведево нами въ предпо- 
ложеши, что р число простое, отличное отъ 2, а д' какое ни- 
будь число положительное, или отрицательное, не делящееся 
на^. 

Такъ, чтобы узнать, им-Ьетъ ли сравпете 8^ ее: 3 (мод. 5) 

5—1 

рЪшен^я или н'Ьтъ, мы возводимъ 3 въ степень 2 , или 2. На- 
ходя, что 3^ не сравнимо съ 1 по модулю 5, мы заключаемь, 
что сравнеше е-^^Ъ (мод, 5) не им-Ьет ъ рЬшешя, другими сло- 
вами, это сравнен1е невозможно. 

Напротивъ, мы убеждаемся, что сравнен1в -е^ ее: 2 (мод. 7) 

7—1 

имЪегъ р'Ьшен1я, находя что 2 2 =8 и 8 сравнимо съ 1 по 
модулю 7. 

§ 24. Если р и ^^^^ велики, то не трудао узаагь, удовле- 

творяегся ли сравнеше д г ===[ (лсой.^), или н'Ьтъ. Но это ста- 
новится весьма труднымъ, когда р т ^ больш1я числа. Мы по- 

Р-1 
Еажемъ теперь, кавпмъ образомъ, не вычисляя значешя д^ = ' 

^р— 1 
можно решить, удовлетворяется ли сравнеше д г ^^1(мод,р] 
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Елл н^Ьтъ и чрезъ то узнать, изгЬетъ ли р-Ьшенш сравнеше 
а^^^ (мод, р\ или н4тъ. Съ этою ц-Ьлаю мы докажемъ теперь, 
что, если ^ не д^^лифся на 2) и ;? число простое, отличное отъ 2, 

вакъ мы и предиолагали, то число ^ ^ удовлетворяетъ все- 
гда одному изъ двух7> сравненй • 

д 2 ^2 1, 2 2 Е^— 1 (мод. р). 

Въ самомъ Д'Ьл']^, если ни одно этихь сравнешв пе удовле- 

р — 1 р — 1 

творяется, то ни число ^ ^ — 1, ни число д' ~^~ -+- I не д-Ь^ 
лится на р^ и сл'Ьд. оба они простыя съ р, ибо р само по себ^ 

р— 1 р—\ 

простое число. Но, если оба числа ^~'^ — 1, ^~~^ -*- 1 суть 

простыя съ^), то и произведете изъ (д. 2 — I) {^ 2 -ь 1), 
или ^^' — ' — 1 число простое съ р\ а это несправедливо: ибо, 
по теорем^Ь Фермата, разность ^^ ^ — 1 дЬлится на р. Итакъ, 
одно изъ двухъ сравнен1й 

р—1 р — ! 

^~^ 711, 2~^^ — 1 (мод. р) 

необходимо должно удовлетвориться. Съ другой стороны, не 
трудно убедиться, что оба эти сравнетя в'й одно время не мо - 
гутъ нм-бть мЬста; ибо, допустивши ихъ, мы находимъ 1^:?. — 1 
(мод, р\ откуда 2^0 (мод. р\ что не возможно; ибо р, пред- 
полагаемое отличннмъ отъ 2, д'Ьлить. 2 не можетъ. 

Изъ овазаннаго нами сл'Ьдуетъ, что вовможность удовлетво- 
рить сравненш Iг^^Г1^ (мод. р) опред'Ьляется знакомъ, съ ко- 
торымъ сравнен1е 

р-Л 

удовлетворяется. Бели оно удовлетворяется съ-*-, то сравнеше 
е^^^ (мод. р) им^ютъ р-Ьшешя, п въ этомъ случае число ^ 
называютъ квадратичнымъ вычетомъ числа р: въ противдомъ 

случае, если сравненхе г г ^ ± 1 (мод. р) удовлетворяется съ 
знакомъ — ,сравнеше е^^^ (мод. р) неим'ЬехърЪп1еи1я,ичисло 
2 называютъ неквадратимнымл вычетомъ числа^). Ером% того для 
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я 

совращешя письма, вм'Ьсто 1Ч)го, чтобы писать р я ^ удовле- 

творяютъ сравненш д ^ ^1 (мод. р\ [что, вакъ вид'&ки, есть 
лривнаЕЪ возможности сравнешя з^^^ {мод. ^р)] согласились 
писать 

р — 1 

въ противномъ хе случай, если ^~^^ — 1 {мод. р\ пишутъ 
По этому знакоположешю, Г—) будетъ означать 1сътймъ 



изъ двухъ знаЕовъ +. съ воторпмъ она удовлетвораетъ срав- 

р — 1 

нен1Ю ^ 2 ^н;1 {мод. р)^ и, слЬд., значвН1€ этого символа 

1>-1— / д \ 
вполне будетъ определено сравнен1емъ д 2 — \^ р ) {мод.р) и 

услов1еиъ, что численная величина Г-^) есть 1. 

Такъ, мн нашли, что сравнетае д ^ ^1 (дод.^?) удовлетво- 
ряется при ^=2^р=^1. Сл4д.,'П0 нашему знаЕОположешю, будетъ 

Напротивъ, мя вид^^и, что 3 - по модулю 5 сравнимо съ 
— 1; сл4д. 

Таяимъ образомъ, изъ Г-уЛ = 1 мы заключаемъ объ возмож-* 

ностн р']^швть сравнеше ;ег^^:2 {мод. 7), и число 2 назнваемъ 

квадратичнымъ вычетомъ 7. Напротивъ,изъ равенства(-^у= — 1 

вавлючимъ, что сравнеше х^евЗ {мод. 5) не им']^етъ р'Ьшен1я, 
и, следовательно, 3 будетъ неквадратичный вычетъ 5. 

§ 25. Показавши звачеше символа^—) мы приступимъ те- 
перь Бъ {•асврыт1Ю его свойствъ. Для этого мы докахемъ слЪ- 
дующ1я теоремы: 

28. Теорема. Величгта символа Г—] есть 1, а символа 
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р—1 

(^) есть (— 1)~^- 

Доказательство, Мы видели, что символъ (— ) удовдетво- 

ряетъ сравнешго ^ - ^ Г— ) (мод. р). 

Д'Ьлая зд-Ьсь последовательно д = 1и^= — 1, находимъ 

д? — 1 

ИЛИ 1 _ (1) 1= о, (-1) ~^- (^) = О (лсоЛ 1>). 

Такъ вакъ численная величина значетй символовъ ("~)\'^г) 
есть 1, то разности 1 — Г - \ ( — 1) ^ — ( — \ при неравенств* 

(—) съ 1, (— -) съ ( — 1) ^ , приведутся или къ 2, или еъ 

— 2; но ни 2, ни — 2 несравнимо съ О по модулю р: ибо 
р отлично отъ двухъ. Сл-Ьд., нельзя допустить неравенства 

р—1 

(—) съ 1, Г^^^] съ ( — 1) - ; откуда и слЬдуотъ предложен- 
ная нами теорема. 

На основаши этой теоремы, мы заключаемъ, что (~\ =» 1, 

29. Теорема. Если ^ есть произведете чпселъ д'рЗ'о, ...д'п, 

(|)=ш(?)-а-> 

Доказательство. Символы Г -\ (-\ Г-М.;...Г--\ каттъ 
вид4ли, удовлетворяютъ сравнешямъ 
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Перемнояая веЬ этн еравнешя^ кро111^ перваго, между со- 
бою, находинъ 

.г.г'. .... ,г^ (I) (5) . • . • (^-) (^. и 

И.1И ЧТО олно и тоже, 

Но, по полохенш, произведете ^^^^ д» равно 0; вс хЬд- 

ств1е чего предыдущее сравнеше предетаввтся такъ 

о"^ е)(?)-(?)<-^-'- 

р-Л 
Но мн внд^^, что ^ " ^(^ ] (л«од 1?). 
9то ср?внеше, вм^сгЬ съ предыдтщнмъ, даетъ 

Но такъ каЕъ чпсленпая величина си1гволовъ 

о (Г> С) С) 

есть 1, то разность чьфажешй ^^ ] и ( }(^') \~\ 

ю. случа-к еера?$енства ихъ, пг»пведется или -*- 2, или — 2. Но 
ни въ томъ, ни въ дгугомъ случа'Ь предндтщее сравнеше не 
хожетьвмътьм^ста: пбо1> числоотл1!Чвоеотъ2. Ита1съ, нелк'.я 

допустить неравенства величинъГ-^^ \ /\) кг 

откуда и сл'Ьдтетъ предложенная нахн теорема. 

На осночаши атой теор-^мн, опред'Ьлеше спмв<^'ла ( \ при ^ 

составномъ, сводите «т на опр^д^лете символовъ 

е> С) о 

гдЪ ^^. д^ д^ пр^^етыя чпа1а.соста:«ляю1Ц1я ^, Тякъ. жел^я 

, /15\ /зо\ . 

опред^^'ить ( ^ ), ( |оТ }• наидрмъ что 
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(т)=(т)(у)' (тот) = (ж)(11г)(ж} 

На основаши этой хе теоремы, ни завлючаенъ о таконъ 
равенатв^ 

Чтобы вывести это изъ доказанной нами теоремы, стоить 

принять числа д,, д^, , д„ за равнБга д. Въ этомъ случа'Ь 

уравнеше 

(1)=е)(1) а 

намъ дастъ 

\р) ^ \р) ' 

число же ^^ равное произведенш ^^ ^2^^^ ^т приведется еъ $'*. 
Тавъ найдемъ, что 

(?)-©-а)'.(1)-(т)-(т)' 

Въ частномъ случа^Ь, прп п = 2, изъ уравнетя 
внводимъ 

\р) ^ \р) ' 

Но будетъ ли (-1 равно -»- 1, или — 1, всегда квадратъ 
его будетъ 1; сл4д. 

Это свойство символа (-Л можетъ служить къ значитель- 

нымъ упрощен1ямъ прп опред'Ьлеши ихъ величинъ. По доказан- 
ной нами теорем1>, мы им']^емъ 

внеся же сюдазначеше (-Л пгъ предндущаго уравнвн1я, на- 
ходимъ 

На основан1н этого равенства, мы заключаемъ, что, при опре- 
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д^^леши величины символа (^) мы можемъ исключать изъ ^ 
всякШ множитель, составляющШ точный ввадратъ. 

Такъ опредйленхе [^^ сводится на опред^еше Гу\ онре- 

д4леше Гу ) — на опред'Ьлете (-^\ 

Прежде ч^^мъ пойдти далЪе, зам'Ьтимъ, что, на основати до- 
Базанныхъ нами теоремъ относительно символа Г-^ \ значен1в 

Г-—) по (~) опредйляется уравнешемъ 

Въ самомъ А'кл^ на основанш последней теоремы, разема- 
тривая ( — д), какъ нроизведеше (— 1) и д, находимъ 

куда, внеся значенхе [—)^ по 28-й теорем*, им-Ьемь 
что и следовало доказать. Такъ, находимъ 

(^)- (-■)%=(1)^ (Ф)=(-')'%)- -т 

30. Теорема. Если ^ и ^^ сравнимы по модулю р^ то 

Дока^тельство, По положешю, числа д и д, сравнимы по 
модулю р. Но изъ сраввешя ^^^^^ (мод. р\ 

по возведен1и об'Ьихъ частей его въ степень ^^, имЬемъ 

Чебышевъ. Теор!я ера в и. ^ 



Синволы ке (-^\ Г— ) удовлетвораютъ сравнен1янъ 

дТ^(|),«,*^^(|)(«'*!')- , 

Вел^дстме чм-о предядущее сравнвн1в даетъ 

а)-(|)-«<— '• 

Но такъ вавъ численная величина (^)^ (~) есть 1, то пер- 
вая часть этого сравйен1я, въ елуча* неравенства значешв 
/ *Л и (?^-\ будетъ -»- 2, или — 2, что невозможно: ибо р от- 
лично отъ 2. Слбд,, оба эти символа дол:кны им^'.ть одну вели- 
чину, что в следовало доказать. 

Т.ЕЪ ..Х.Д,.Ъ, ЧТО (У),(^-^р1)-( '=' 7 ■ ' )■ 

На основан1и этой теоремы мы завлючаемъ, что символъ (^^ 
равенъ (— ), если г есть остатокъ оть дЪдетя д на р: ибо, 
вавь заи'Ётвли въ § 8, остатокъ сравнимъ съ д^иивмъ, когда 
за модуль ирвнятъ чд^литель. Такииъ образомъ, аам^Ьняя въ 
символе (--) число д остатвомъотъд^ешя д нар, мывм^сто 
(-^) будевъ ин^ть [— ], гд* г<р. 

26. Вотъ теоремы, которпя послухатъ намъ для того, 
5й опредЁлеше вакого либо символа (^\ орввеств въ опре- 

енш символовъ вида [-М, гдЬ д число пололательное, цро- 
) и меньше р; Что же касается до опред'Ьлен1я символа Г- Ь 
№ 1 число положительное, простое и нень''ае р, то оно бу- 
ь основываться на сл1^дующихъ теореиахх: 
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31. Теорема. Если мы стласимся изображать нсшбомшее 
цпклое число ^ за/ключающееся въ данномъ количестт^ знакомь Е 

{€пИег\ поставленнымь передънимъ^ то значенье (—\ опредп^ 

лится уравненгемъ 

Доказательство. Нетрудно убедиться, что, при р нечетномъ 
и а полозкительномъ, може1о надтп положительное число 0^ ко- 
торое, будучи меньше у, удовлетворвтъ условш 

г^{—1) ^ а (мод, р) (13). 

Въ самомъ д-Ьл*, если А— число четное^ то это сравнеше 
принимаетъ такой видъ 

<аг ^: а (мод, р). 

Но въ этомъ случае ^Е- будетъ число цЪлое; а потому 
а — ЬрЕ— будетъ чисдо ц'Ьлое, удовлетворяющее сравнешю 

^ ЕЕ а (мод. р). 

Это же число, которое можетъ быть представлено такъ 
будетъ количествомъ положительнымъ и меньшимъ ^ : ибо, по 

г'2а 2а ■п2а ^ „ ^ 

значешю /^— , разность Е~ должна быть не мен'11е О и 

р р р 

меньше 1. . 

Обраш;аемся теперь къ тому случаю, когда' -Е^ число не чет- 

ное. Если^^— число нечетное, то сравнеше (13) принимаетъ 

Р ^ 



такой видъ 2 ^ ~-\(лсо(). р). 






Но въ этомъ случаЪ — ^-^ есть число Ц'Ьлое; а потому пре- 
дыдущему сравнея1ю удовлетворнмъ, полагая 



й 
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=;^1>(1-*-^7)""''' 

а это число, которое иначе представится тавъ 

очевидно, положительное и небольшв|^: ибо, какъ зам-Ьчено 

выше, разность ^ — Е— не выходитъ изъ пред-Ьловъ О и 1. 
Убедившись такимъ образомъ въ возможности всегда удов- 

• ЛеТВОрИТЬ уСЛ0В]ЯВ1'Ь 

2а 

^ Р г. V 

г ^ (—1) а (мод. р\ г яе < О и < -^ ' 

назовемъ черезъ ;^„ ^е^2,----р-1 числа, удовлетворяюп^хя имъ 

въпредподожешяхъа^д, а=2д,...,а=^^г. Эти числа бу- 
* дутъ удовлетворять сравнешямъ 

,-(-.1) %,..^(-1) ^^....^,^(-1) ^^ ^'ч(мЫ>.р)А1^) 

2 

которня, ПО перемножеши, даютъ 

^^^2 ^р-^1= 

(- 1) ^ ^ ^ . 1.2 .V ^ (^^^- Р) (1^)- 

Но не трудно убедиться, что произведевхе ^,^з^1....^р__х Р^вно 

"Г" 

произведешю 1 .2 ^^. Для этого мы замЬчаемъ, что числа 

^^, ;^2) ^^ю— 1 будучи меньше у и не меньше О, могутъ имйть 

только значешя о, 1, 2,....г...-2-- 

Потомъ мы зам'Ьчаемъ, что ни одно изъ нихъ не можетъ быть 
нулемъ: ибо въ противномъ случа* предыдущее сравнеше 
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Р 1 

предполагало бы делимость 1 . 2 ^-^ на р\ между тЬмъ какъ 

1, 2,.... ^ — числа, простыя съ^. Итакъ, числа ^ег,, ^э^2г-— ?^|>—1 

могутъ равняться тольво числамъ 

•1 о *1 - 

■*■> *> » 2 ' • 

Также не трудно показать, что въ ряду ^, ,. ^2» » -^ р— 1 

н4тъ двухъ чиселъ равныхъ. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если мы допу- 
стимъ, что зд^^сь ^ег^ и 0^ равны, гд*]^ т н |х Еав1Я нибудь два 

41 — 1 

числа, содержащгяся въ ряду 1,2, . ..,^-2—; то им4я, по (14), 

г'^ ~ (—1) ^ т^, г^ ~ (-1) ^ М,{^^- Р), 

мы бы.нашлп 

р р 

( — 1) т^ Е— ( — 1) ^1.^ (мод р). 

Но это сравнен1е, по сокращенхи на ^, число простое съ р, 
даетъ 

(-.1) ^ т = (-1) ^ «1(^од.2)), •• 

ЧТО, очевидно, невозможно: ибо оно предполагаетъ делимость 
разности 

(-1) ^ ш--(-1) ^ ^^ 

на ^>; а эта разность приводится къ одному изъ четырехъ: 

тЧг[1, — (т-Н[х), т — [д., — (т — (л), 

И такъ какъ числа т, (л взяты нами изъ ряда 1,2, , ^^ 

и не равны между собою, то сумма ихъ меньше р^ а разность 
не равна нулю; сл*д. ни то, ни другое не делятся на^?. 

Такъ убеждаемся мы, что въ составъ ряда ^м-з^з, ^ю— 1 

могутъ входить только чи(?ла 
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. И ка^ждое только по одному разу. Но тавъ какъ эти ряды за- 
нлючаютъ одинаковое число члевовъ, то въ составь перваго взой- 
дутъ ВС* числа втораго. Сл-Ьдов., ряды 

^и ^«? ^^р_1 

' 1'2, .V 

составлены изъ однихъ и т^хъ же чиселъ и притомъ взятыхъ 
по одному разу; а потому произведен1е членовъ перваго ряда 
равно произведенхю членовъ втораго. 
, Уб4дясь въ этомъ, мы можемъ зам-Ьнить въ ( 1 5) ^ег, ^е^з ^р-^1 

2 

числомъ 1.2 ^^, посл'Ё чего (15), будучи сокращено на 

1, 2, . . . , ^^, числа простыя съ р, даетъ 

1 = 4 (_1) * -Р ^ (мод,р). 

Унногаа же об'Ё части этого сравнешн на 

Щ (-1) * ^ ^ 

И зам'Ьчая, что — 1, будучи возведена въ степень 

■ 4^1--^ --"^Щ 

даетъ 1, находимъ 

(—1) =^ (мод, р). 

Но, по свойству символа Л-\ мы им*емъ 

р— 1 
Это же сравнеше вм-ЬСтЬ съ предыдущемъ даетъ 

\р) ^ ^ —.О(мод.р)] 
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откуда ны завлючаемь о ^венствЪ 



(!)=<- 



I) '9 Р Р . 



ибо, въ противномъ сдзгчаЪ, первая часть этого еравнен1я при- 
велаеь бы къ 2, или — 2, что съ нулемъ не сравнимо по мод^^- 
лю р^ отличному отъ 2. Такъ уб'Ьждаемся мы въ справедливо- 
сти предложенной нами теоремы. 

На основаши этой теоремы, мы можемъ определить значе- 

ше Г^\ не возводя д въ степень ^^. Такъ, для опред'Ьлешя 
величины Гту\ находимъ 

2.6 4.5 6.5 8.5 10.5 
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Замечая, что 

2.5 10 8.5 40 

4.6 20 ^10.5 50 

^11=^11 = ^^-^11-^11='^' 

^Ь.5 30 

^-^^=^^^=2, 0-*-1ч-2-1-3-ь4-=10, 

МЫ изъ предндущаго уравнен1я выводомъ 

Выведенное нами уравнен1е для опред'^^ешя (--\ справед- 
ливо при всявомъ числ'Ь ^. Но не трудно вывести изъ него 
увавнеше бол^е простое, которое будетъ служить для опред*- 

лен1я Г— \ при а нечетномъ. Для этого, въ уравнеши 

2(2 4(2 х^(|^1)9 

Е—-Л'Е— -н -^Е- 



(0\ -С/ — -н г^— 



Р 



иолагаемъ ^ == I (а -^р\ гдЪ а, подобно р^ число нечетное; 

это даетъ вамъ 

р — 1 р — 1 

ог^-р ' 2а-4-2р _ 2 ""*" 2 ^ 

(*^-^у^) = (-1) ^ Р . -Р 
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Умноасивъ об* части этого уравнен1я на Г— \ находшгь 






р— 1 ^>--1, 



Но, ио теорем* 29-й, провзведеше Г—) (^^^~у равно 
^ |2-(д-^) ^^ ддд /ви^^^ а это, по теорем* 30, равно (-). Всд4д- 
ств1е чего, изъ предыдущаго уравнешя выводимъ 

ачч) 2а-ь2« ^ 2 ^"^ 2 ^ 



Но 



2(1 



^2а-ь2ю /2а ^\ 

Р \р / 



а 



Р—1 р—1 р—1 Р'-'К 

Р ~"-^\ Р -^ 2 >*= 2 ^^р 

Следовательно, 

. „ р—1 а 2а „2 

(|)_(|),_„'«--— -^-.-^?- *^т- 

А такъ какъ сумма прорресс1и 1-1-2-»- -ч- ^ 

равна — ^— , то изъ этого уравнешя выходитъ 

2>2— 1 „а 2а 2 
/а\ /2\ —Е—'*-Е—ч-Е—-+- ч-Е 



Д-Ьдая въ этомъ уравнеши а = 1, и замечая, что 

р — 1 

( — ) = 1, Ь"^ = 0, ^— = 0, , Е-^ = 0. 

\р / ^ р ^ р ^ Р 



находимъ 
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ЧТО, для опред'Ьлвн1я величины Г— V даеть 

1,1-1 

Внеся отсюда величину Г— ] въ(16), находимъ 

Е—-^ Е~ -+- ч- Е- ^ ^ 

Р Р Р 

(уЬ-^) ........(17) 

Вотъ уравнеше, которое можетъ служить для опрвд4летя 

(^— \ нри а нечетномъ. Оно подобно тому, которое доказали въ 

предндущей теорем*, съ тою только разницею, что здйсь подъ 
знакомъ Е находятся количества вдвое меньшхя. 
Мл нашли также уравнеше 

Это уравнен1е будетъ служить намъ при опред-Ьленхи ГЛ\ 
когда ^ равно 2, или кратное 2. На основан1и этого уравнешя, 
не трудно показать, что (—\ есть 1, если ^ = 8л ± 1,- и — 1, 

если р = 8п±: 3. Въ самомъ д4л4, внося въ него 8п ± 1 и 
8п гЬ 3 на м-Ьсто р^ находимъ 

/ 2 \ "" 8 — 8»2±2п' 

(8п4:3)-— 1 — 8п2+6п— 1 

отсюда сл^дуетъ теорема: 
^р=8п±3, то (— )= — 1- 
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Тавъ,^ находимъ; что \^^^ = 1г \т^)= — 1- 

На основанш уравнешя (17), мы можемъ доказать еще тео- 
рему, относящуюся до опред-Ьдетя величины (—\ Она заклю- 
чается въ сл4дующемъ: 

• • • • 

33. Теорема. Если а число нечетное и меньше р, то {—^ 

а-1р-1 р 2р 4(а-1)Р 

]^тазательство. Мы нашли (17) для опред^летя ^-^, когда 
д нечетное, такое уравнеше 



(уЬ-') 






.Посмотримъ теперь, вамя значешя им4ютъ В—^ Е— 

Е ^ ^ "" ^?^ гд4 предполагаемъ а меньше^). 

Дробь — будетъ меньше 1; сл-Ьд. Е— = 0. Это наименьшШ 

язъ членовъ ^?— , Е—, , Е ^^^~~ . Наибольшй* же 

р р р ^ • 

Ё^^Р-^ 1)Д представите» такъ: ^^(|-^), иди ^(^^-ь^), а 

это, очевидно, равно ^^; ибо это есть ц*лое число, а у^ 

' дробь меньше единицы и положительная, потому что 'а < р, 
И такъ, въ ряду • . . 

е"" Е- ;^Лр^1^ 

р^ р^ '• ' ' ' р 

члены идутъ, возрастая отъ О до®^. Чтобы определить 
сумму .0хъ, мы найдемъ, сколько зд4сь членовъ равнЕххъ 

0,1,2, , ^^. Для этого, мы опред'Ьдимъ сначала, сколь- 

КО зд'Ьсь членовъ, не превосходящихъ А,гд'Ь й^есть одно изъ чи- 

селъ 0,1,2, , ^-. Съ этою ц^Ьлш полоакимъ, что въ 

ряду . . 



• 
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пос^гЬдн1й членъ, не превосходящ1й к, естьЕ—: это, очевидно, 

7л 

будетъ им4ть мЬсто въ томъ сдучаЬ, когда — < А -+- 1 , а 
-— ^ > * -ь 1 (*). Но изъ этихъ неравенства выходить 

I 

а это иоказнваетъ, что ^^^ съ Д'Ьлымъ числомъ I разнится 

Еодичествомъ ЛОЛ охительннмъ,. ни меньшим ь1. Сл'Ьд. I есть 
наибольшее ц'Ьлое число, завлючающееся въ воличеств'Ь 

р(к-^1) 

— -\ а это, по нашему законоположешю, представится такъ: 

Е— -. Итакъ, число членовъвъ ряду (18), не превосходящихъ 

л, равно Е— -. ТаЕимъ же образомъ находимъ, что зд^^сь 

число членовъ, не превосходящихъ к — 1 , есть .Е-; а отсюда 
заклгочаемъ^ что число членовъ равныхъ к есть Е ^ 




' а* 

число членовъ 



— ^?— . На основаши этаго мы заключаемъ, что въ ряду (18) 

а 



.-^ р -пО.р 

равныхъ О есть Е'^^ — Ь -^^ 

тл2р тл Р 

равныхъ 1 ^'^— — ^— , 

равныхъ 2 .,Е^^—Е^, 



(♦) Равенство зд-Ьсь не можетъ им-Ьтб м-Ьста, потому что дроби 

а 2а Цр— 0« , -X .л, 

-, — , ^^—^ , гд* р простое само по сеоъ и не дълитъ а, 

1а (г-*-1)а 
не могутъ равняться целому числу; дроби же — , ^ взяты изъ это- 
го ряда. 



' ч 
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равныхъ — 1 есть.... Е^'^ ^ ^^ — Е^^-^. 

Что же касается до числа членовъ остахьйыхъ въ ряду (18), 

■% 

равныхъ -7Г-; то мы найдемъ, сдоживъ предЕ^упца числа и 

. вычтя ихъ сумму изъ ,» (р — 1), числа вс-Ьхъ членовъ ряда (18). 

Такимъ обравомъ находймъ, что зд-Ьсь членовъ равныхъ -у 

содержится ^ Е^- ^. 

На основаши этихъ данныхъ находимъ, что сумма вс^^хъ 
членовъ ряда (18) составлаетъ 



а— 1 /Р— 1 _^ (а — 1 )р\. 

а это приводится къ сл-Ьдующему: 

2 2 "^а-^^"" ~^ ^"^• 

Итакъ, сумма 

^^^^•^■^ -^*-^7— 

равна 

2 2 ^ а ^ а ^ а 

ВслЬдствхе этого, уравнешб 

а 2а А (р — 1)а 

(7;=(-1) Р ^ Р 

даетъ (-?-)= (_1)^ 2 ~-^а~^а.- -^ а 

что и сл'бдовало доказать. 
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Эта теорема также можетъ бнть употреблена для опред']^- 
лен1Я значешя (^\ если а число нечетное и меньше р. Она 
весьма удобна въ приложеши, если а число небольшое. Тавъ, 
для величины (щ) она даетъ 



7—1 101—1 101 2.101 ^3.101 



откуда выходитъ (^I^)==(_1)3•50— 14— 28— 43__1 /ц^ зта 

теорема особенно зам'Ьчательна т^^.мъ, 'что изъ нея очень просто 
выводится теорема, изв'^^стная подъ -назвашемъ закона вшим- 
ности двухъ простыхъ чиеелъ. 

34. Т .6 о р е м а. Если ^ и з суть числа простыл нечетныя и 

V— 1 5—1 



церавныя между собою, то (^\^(—\^1>^ 2 



2 • 



Доказательство. Пусть будетъ V наименьшее изъ двухъ чи- 
еелъ V, 5; по данной нами теорем*, при V<5, значеше (— ) 
определится уравиен1емъ 



V— 1 8 — 1 _в 28 ^К^— 1)« 
-^Е——Е~ — — Е— ■ 

V V V 



(т)-(-« ^ " 

Д^лая же въ уравнеши (17) а=5, ^)=V, найдемъ 

5 „25 „К^ — 1)« 

Эти два уравнен1я, но перёмножеши ихъ членовъ, даютъ 

V— 1 5—1 . 

(7)(:)=<-.^"^. 

Умножая же об* чаети этого уравненхя на Г—), и замечая, 
что Г-^) есть 1; находимъ 
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(тНт)<-« 



V— 1 5—1 



ЧТО И сл']^довало доказать. 
Тавъ, мы будемъ им'Ьть 

7_^2 5 1 3 2 

(1Ш(-)~~Чт)(-..Ч!> 



11—1 19—1 5.9 

( 



'11)-(п)<-)"^'~=(Ш<-> -(п> 



§ 27. На основанш довазанннхъ нами теоремъ относительно 

символа Г— \ легко найти его величину, какъ бы д и ^р ни 

бпли велиЕи. Вотъ Бавъ сл']^дуетъ поступать при опред]^лети 

Г— \ — Если ^ больше р^ мы, по теорем* (30), зам-Ьняемъ въ Г—) 

число ^ остатБОмъ отъ д']Ьлен1Я д на ^, или наименьпгамъ отри- 
цательнымъ вычетомъ д, по модулю р^ если онъ гораздо мень- 
ше этого остатка 

Такимъ образомъ, опред'Ьленхе Г-Л сведется на опредйлеше 

(-4-1? \ 
=— \ гд* ^^будетъ меньше р. Что касается до знака ( — ) при В, 

то, по теорем-Ь 29, мы (— — ) можемъ выразить черезъ Г—) 

Потомъ для опред*лен1я Г— ), разлагаемъ В на произведете 

простыхъ чиселъ, исключая при этомъ множителей, составляю- 
щихъ точные квадраты. Разложпвши В на произведен1е простыхъ 

чиселъ, мы, по теорем* 29, разлагаемъ Г— ] на произведете н4- 

СЕОлькихъ множителей вида (— ), гд* г число простое. Поел* 
того иш;емъ значен1е кахдаго изъ этихъ символовъ, поступая 
такимъ образомъ: еели г = 2, то Г -) опред4ляемъ по теоре- 
ме 32; если же г нечетное, то, по закону взаимности чиселъ, 
выражаемъ (^) черезъ [\ и съ этимъ символ омъ посту- 
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паеиъ также, юавъ съ (^\ сводя опред'кден1е его на симводн 

вида (^г\ гд* г' < г. 

Продолжая эти дМствхя, мн будемъ получать символы 
все съ меньшими и меньшими числами; поэтому, необходимо 

дойдемъ окончательно или до (~-\ или до (— ) которыхъ вели- 
чину легко найдемъ, а чрезъ нихъ опредйлимъ и искомый ( — ). 
Объяснимъ это прим-Ьрами. Пусть будетъ дано найти зна- 

. /1013\ • 

ДЪля 1013 на 601, находимъ въ остатке 412; откуда слй- 

/1013\ /412\ 

дуетъ,что (^) = (^}. 

По исключеши изъ 412 квадрата 2, мы находимъ число 

гдт) приведемъ къ (тщ); по закону же взаим- 
ности чиселъ, выводимъ 

601—1 103—1 



■Ч-(Э(-)^~-©- 



/ 103 
\601 



Потомъ д4лимъ 601 на 103 и, замечая, что остатокъ бу- 
детъ 86, между тЬмъ какъ наименьшш отрицательный вычетъ 
601 по модулю 103 есть — 17, находимъ выгоднее его вве- 
сти. Это дастъ намъ 



/6014 _/^\ 
\103>/ \103У 



103—1 



н»(^)-(^^)©."*(ш)-(-^) ' --'• 

Сл-Ьд., 

\ 103 У \103У* 

Такъ какъ 17 число простое, то выводимъ 

17—1 103—1 
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/103 \ 

Зам-Ьняя въ {-у^) число 103 остаткомъ отъ дЬдеюя ЮЯна 
17, ии'Ьемъ 



Соединяя всЬ эти уравнен1Я, на^одимъ 



/1013\ _ /412\ _ /601\ _ /— 17\ / Л\ /^12Ё\_ 1.{1Л 

\601У""\601У""\103У~'\103/~ \ 103;-" ^ 17 У"" \17У~ ^' 



' /л Л1 Я\ 

Итакъ, искомая величина (-^туг) есть — 1. 



20470 



V 



1847/ 



■ 

Повторяя надъ символомъ (-тот^ ) т* же д4йств1я, находянъ 

/20470Х ^ /_153^\ _ /^ЗЩХ __ / 17 \ 
\ 1847 ) \ 1847У ~ \ 1847/ "" \ 1847/' 

17—1 1847—1 

(Ш=©<-»"^'^'=(Ю=(Э> 
.•Ш-(п)й>(й)=-и 

Изъ соединен1а этихъ уравнен1й получаемъ 

/20470Х _ 
\18477 ^' 

Также, опред'Ьляя величину спзшола (о^оз)' находимъ 

/2108\ _ (Ш\ _ /_3_\ /_б_\ (_2_\ . 
, \2003/ ~" \2003/ "" \2003/ \2003/ \2003/' 

3—1 2003—1 
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5—1 3003—1 



(ш)-т<-)^'^-(^)-(1> 



5—1 3—1 



(|)-а)<-..^-^-(|)-ш— . 



7—1 2003—1 



'Ч 



Ш-(Т)(-»^'^"-(^)-©— ^ 

откуда выходить 

/2108\ 
^2003/ "^ ^* 

§ 28. Мн повазалн, вакъ, по даннымъчисламъ^р и д, найти 
величину символа Г-^\ ч']^иъопред^Ьлдетсд, и]гЬетъ ли еравне* 
ше !^^ .^ {мод. р) р'Ьшен1я, или н'Ьтъ. Теперь переходимъ хъ ^ 
{гЬшешю обратнаго вопроса: по данной величине (^\ найти 

:значен1я ж, иначе, р'Ьшить 7равнен1я Г^) == 1г(— ) = — 1. 
Начнеиъ съ перваго (^^ = 1. Мы вид'Ьли, что уравнен1е 

/у) = 1 сииволичесви впраааетъ, что сравнен1е х * ^ I 
{мод. р) удовлетворяется. Не трудно узнать, что это сравнеше 

р^1 р— 1 

нм^^етъ X ' — ^^ 1и замечая, что л;'^ — ж, вавъ равное {х * -^-1)^ 

Р— 1 р— 1 

{х * — 1), делится на ж ^ — 1 безъ остатка, по теорем* 26-ой, 

Р-1 
^Елючаемъ, что сравнеше^ ' == 1 (жод.^) им^етъ ^-г- рЪшен1Й. 

Но эти^ р'Ьшен1я (§ 12) должны представиться такъ 

ХЕ1.а\ , ж^а^, , х^а * {мод, р\ 

""2 

гд* «1, «2» • • ^ «р— хсуть числа въ ряду 0, 1, 2, . . .р— 1, удовлетво- 

Г" 

Р"1 

РЯЮЩ1Я сравпешю я; ^ ^1 (лсод.^)). Притомъясно, что ни одно 

Чебышевъ. Теор1я оравн. 6 



С. 
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изъ этвхъ чвсехь не будетъ равно нулю, ибо нуль не удовлетво- 
ряетъ сравнешгож ' :^ 1 (мод.р), Итакъ, въ ряду 1,2,.. . ,р— 1 

находится^д— чиселъ, удовлетворяющихъ сравнен1ю х ' ^ 1 

(мод.рХ или уравнешю Г— ) = 1, другими словами, Въ ряду 

1 Р— 1 

Ь 2, ,1>— 1 находитсл^^квадратичныхъ внчетовъ по мю- 

жулю р. За тЬмъ, всЬ остальныя въ ряду.!, 2,....., р — 1, вхъ 

будетъ тавже^^, удовлетворять уравнен1ю Г--) = — 1: это 

будутъ неквадратичные вычеты по модулю р. 

Изъ сказаннаго нами сл^Ьдуетъ, что вс^^ числа, удовлетво- 

р-1 

ряющ1Я сравненш Ж :=е 1 (мод, р\ или, что одно п; тоям?,. 
уравввешю (—) =» 1, опред'Ьдяются сравнешями 

2 * 

гд'Ь а,, »2>«*"? ^р— 1 числа положительный, меньиия ^^ в удов-^ 

о 

летворяющ1Я сравнен1Ю а; ' е^е 1 {тд,р\ Эти числа мы могла 

Р-1 
бы найти, р-Ьшая сравнен1е л; " нб 1 {мод, р). Но это чрезвы- 
чайно затруднительно, если число р велико; потому мы пред- 
ложимъ способъ находить ихъ независимо отъ р'Ьшешя срав- 

р-1 ' 

нен1Я X ' -=г^ 1 {мод. рУ Для этого, мы зам'Ьчаемъ, что сравне- 

н1е У " н1е; 1 {мод, р) есть условхе возможности удовлетворить 
сравнен1ю ;2г^ ^^ а {мод, р). Пригомъ мы вид-Ьли, что это сран- 
в1е, въ случа* возможности, удовлетворяется двумя числами 
(§ 22), заключающимися въ ряду 1,2,,,.,, р — 1; такъ что, если 
одно изъ этихъ чиселъ есть о, то другое р — а. Но одно изъ- 
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* • 

этихъ чиселъ необходимо меньше- и сл4д. не ббл-Ьв^^г-: ибо 

срога ихъ есть р, а они неравна неяду собою. Поэтому для 

р-1 

■I 

числа а, при воторомъ сраннеше а " ^ 1 (лю^. ^р) удовлетво- 
ряется, всегда найдется въряду 1, 2,...., ^^ число >,удовле-. 

творягощее сравнешю е^^^а{мод,р\ другими словами, для та- 
кого числа а б'^^^^^ть вмЪть м^^сто одно изъ сравнен1й 

Са^д., число а по модулю р будетъ сравнимо съ однимъ взъ 



1-, 2\ 



т- 



и такъ ваЁъ оно меньше р, то оно найдется между остатками 
отъ д^^лен1а этихъ чиселъ на р. 

Итавъ, каждое нзъ чиселъ а^, а,^ , лг^,__1меньшихъ р п 

р — 1 
— Г"" 

удовлетворяющихъ сравневш а ' ^н 1 (мод.р) мы яайдемъ въ 
ряду остатБОвъ, получаеннхъ при д4леш1^1^ 2^,.-., (^у-) на 

1>ГПосл*свго,8начетяа?,удовлетворяющ1я уравненш {^) « 1, 
мы опред'Ьлимъ сравнен1ями 

х~ал^-.агу . • . . , л~а ^ {мод. р)\ 

откуда ДЛЯ выражен1я л;, удовлетворягощаго уравнешюГ— )= 1 
по § 11, найдемъ (*) 



♦ • 



Для примера, р-Ьшимъ уравненте Г^) = 1. По сказанному 

нами, это уравнен1е будетъ им-бть ^ = 5 р'Ьшенхй, которыя 
опред'Ьлятся сравнен1ями 

дЛЕОп, ж^^аг, ж^гоз, х- а^, х~<1ь {мод, 11), 



(^) Это подучаемъмы, звм']&вяя въформудахъ §21 число ^ числомъ — », 



• 
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гдЬ ар Оо, а^, а^, а^ суть остатки отъ д^лен1Я 1*, 2*, 3", 4^ 5* 
на 11. Но тавъ вакъ эти остатки суть 1, 4, 9, 5, 3, то урав- 
нешю 

будутъ удовлетворять числа, опред'Ьляемыя сравнен1ями 

а1^1у а5=3, а=4, х=Р, х=9 (мод, 11). 

ИЛИ, ЧТО ОДНО И тоже, уравнеихями 

ж^11л-Ы,.аг=11пн-3, «=11п-*-4, ж=11л-ьб, а;=11п-ь9. 

• Зная рЪшен1я уравиещя (~-\ ^ 1, нетрудно найти р1^шен1Я 
уравнешя (— ) «» — 1. Для этого мы заи^^чаемъ, во первыхъ 

ЧТО, по значешю символа ( -\ число х предполагается нед'Ьля- 
' щимсА на р и, во вто1шхъ, что числа, неудовлетворлющ1я уравне- 
В1Ю (— )= 1^ удовлетворяютъ уравнешю (~)= — 1. Отсюда сл4- 
дуетъ, что мы найдемъ всЬ числа, для воторихъ (-) » — 1, 
если внвинемъ изъ чиселъ, нед^Ьлящиxся на ^>, числа, удовле- 
^ творяюпця уравнешю (^] » 1. Но вс^ числа могутъ быть 

вредставлены Формулами 

♦*Р> лр-ь1, пр-ь2, , »15^^— 1. 

Откинувъ здЪсь первую формулу, которая даетъ числа кратнпя 
1>, мы находимъ, для р']Ьп1ешя уравненШ Г—] = 1 и (— ) = — 1, 

пр-+-1, пр+2, , пр-^р—!. 

Отброся же зд-Ьсь числа, удовлетворяющая уравнешю /—) = 1, 
которыя опред'Ьляются формулами 

пр-^Ог, пр-^аг, ^Р-*^р^1 



2 



МЫ найдемъ вей числа, удовлетворяющ1я уравяен1ю (- Л = — 1. 



V ^ 




->|5 - 

Иаъ «того сд^душ/ ^то числа, удовлетворяюаця 
(^^ = — 1, првдстЦщгся Формулами ^, 

рд4 6,, Ь.^у>,..Ьр~1 суть числа ряда 1,^...., ^1 — 1, отлнчвня 

а 

отъ Ар а.^^а 2 остатБОвъ, получаемнхъ при дълеиш 1% 2%.., 



Для пряи'Ьра, найдемъ р^Ьшеа1я ур&шца ( ^ ) =» — ЬПо 



р(1|||Нп 



Ш-'- 



сказанному нами, числа, удовлетворяющхшщпсу уравнешю, 
представятся Формулами 

11п-*-6,, Ипч-Ьг, Ий-^-Ьз! Ипч-Ь^, 11п-Я 





тд'Ь &„ &2* ^з/ ^4> ^5 найдемъ, выкину въ изъ рядал^^В 4, 
5, 6, 7, 8, 9, 10 числа равныя остатвамъ, получаемнмЯфН 
д*ленш 1% 2^ 3*% 4^ 5* на 11. Но эти остатки суть 1, 4, 
9, 5, 3. Выкину въ ихъ изъ ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
находимъ 2, 6, 7, 8, 10 для величинъ \^ \^ Ъ^^ Ъ^^ Ь.^. ^||БУда 

ваключаемъ, что числа, удовлетво ряющ1я уравнешя (Л;)^ — Ь 
опред'Ьляются Формулами. * 

11п-»-2, Плч-б, 11п-ь7, 11пч-8, 11п-^10. 

Такъ р^Ьшается вопросъ объ опред'Ьлеши значенШ х^ по 
данной величив^Ь (-\ пли, что одно и тоже, объопред^^ши 
квадратичныхъ чи неквадратичныхъ внчетовъ даннаго числа. 

§ 29. Въ аредыдущихъ параграФахъ мы занимались изсл'Ьдо- 
ван1емъ, когда сраввете ^г;^=^^ (мод, р) им^етъ рЪшетя ж 
когда н^тъ. Теперь остается показать, кавъ найдутся рЬшея1Я 
сравнен1Я ^^^^^ (мод, р\ когда оно возможно. Говоря о сравн9- 
М1яхъ вида а^ ^Л (мод. р\ мы ловажемъ обпЦй я весьма про- 
стой способъ решать сравнепхе ^^^^ (мод. р). Зд,±сь же огра- 
ничимся однвмъ частнымъ случаемъ, въ которомъ это р^Ьше- 




^ и 



— 6М^- 




мйВЕО легко найти. Случай, которнн'^ы теперь огранв- 
чямся, есть тотъ, когд/Р^? вида 4»г-1-3. ^У^ 

Возможность рэтен1Я сравнешя ^е^^= $ (лсод. р), вакъ ви- 



д-Ьли, предполагаетъ, что д = ^ 1 (мод. р). Д-блая зд*сь2)= 

4й-нЗ, ваходимъ д Л^ ^1 (лсой. |)), или д-'*"*"*^! (мод.р), 
что, по умножеши на д, будетъ д^'*"*"-^д (лео^. р). Сличая это 
сраввешв съ ^^^^2 (мод. р\ зам-Ьчаонъ, что послЬднелу удовле- 
творяетъ г=^^'^^. Зная одно число, удовлетворяющее срав- 
нешю я^^с^Шод. р), мы найдемъ подобнахъ чпселъ безконеч- 
ное множество изъслвнешаД^^д'*"* * (мод. р). Но мы виде- 
ли, что одно иа^ШЯк чиселъ будетъ положительное и мень- 
ше |?; это остЖ!^отъ д-Ьлешя д**"*"* нар. Называя его черезъ 
а, мы одно и|ь р4шен1Й сравнен1я :г^^^ (мод.р). представимъ 
т|ръ: ^ш^Штд. р). Что касается до другаго р^^шевхя этого 
сршшЯрто по сказанному въ § 22, оно будетъ 0^р — а 
(л^^КПГакъ найдутся оба р*шен1я сравненхя ^^Е=^ (мод. р), 
прир=4м-нЗ. 

Для прим']^ра, найдемъ рЪшен1я сравнен1я ^^^3 (мод. 11). 
Оно им^етъ р^шешя, пбо 

а такъ какъ 11=4.2-нЗ, то р-Ьшетя его суть ^ег^а, ^^11 — а 
(мод. II), гд4 а есть остатокъ отъ д-блешл 3*"*"' на 11. Но 
этотъ остатокъ есть 5; слЬд, а == 5 и р'^^шешя сравнешя л:^^^ 
3 (мод. И) суть ^е^~б, 0^6 (мод. 11). 

§ 30. До сихъ поръ мы занимавшись сравнен1ями второй сте- 
пени, предполагая модуль ихъ чясломъ простымъ. Что аке ка- 
сается до сравненШ съ модулемъ составннмъ, то мы ограни- 
чимся только доказательствомъ, что сравнеше г^^д[(нод.р) 
им'Ьбтъ р^шеше, если р число нечетное, простое съ д, и въ 
составъ его входятъ простыя числа а, ^ т^ • • • 1 V которшъ 



©-.■ш-..©-.. 
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Начненъ еъ чаетнаго случая р=»а"^ и попжемъ, вакъ най- 
дутся рЪшен1я сравненхя хг^^д (мод. а^\ когда знаемъ р'Ь- 
шешя сраввешя ^^^д (мод. а), котораго возможность, вакъ 

вид* л я, условливается равенствомъ (~Л=^1. 

Предположинъ, что ^ есть число, удовлетворяющее сравни- а/^ 
«1Ю ;ег*^2 (^^' л)? и Р, ^ суть числа, опред'Ьляемня урав- 
«ещяин 

р _ (ач-1/7)**-1-(а— 1/7)"* 

2 
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(а- ьУ'а)я»-(а-^/а) . 

«= ^Рт ' 

числа Р, ^ будутъ дЪлыя: въ этомъ легко убедиться разло- 

жешемъ (а-н|/ д')"*, (а — \/~4)^ и6 биному Ньютона. Докажемъ 
теперь, во 1), что Р и ^ удовлетворяютъ сравненш Р* — ^^^ 
^^0 (мод. о^^) д, во 2), что ^ число простое съ а. 

Въ первомъ, мы легко уб-^ждаемся, зам-бтизъ изъпреднду- 
щихъ уравнен1й, что 

Перемножая же атн уравнения мехду собою, находимъ 

Но, по положешю, а удовлетворяетъ сравнешю Iг^^^ (мод. а), 
«лЪдов. а- ^ д (жоЛ а), что предполагаетъ делимость а* — ^ 
на а. Если же «^ — д им^етъ д-Ьлителемъ а, то Р*—§*д, равное 
{а* — д)**, должно делиться на а**, а потому 

Р2— §«2Е10 (мод, а»). 

Доказавши первое, переходимъ ко второму, къ доказатель- 
<ству, что ^ ЧИС.10 простое съ а. Для этого, мы зам'Ьчаемъ, что, 
по уравнешю 

«= ^т — ' 

дойность ^ на а предполагаетъ сравненхе 
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^р= ~0 {мод, а). 

Но ЭТО сравнен1е, какъ не трудно уб-Ьдиться разложешемь- 

етепеней (а-ь|/ д)***, (а — ]/ д)"*, содержнтъ д въ ц-Ьлыхъ сте- 
пеняхъ и съ Ц&1НМИ коеффищентамв; поэтому оно останет- 
ся справедднвымъ (§ 10), если въ немъ ^ замЪнимъ числок'ь 
а\ сравнинымъ съ ^ по модулю а. Сл'1д., предыдущее сравне- 
ние предаолагаетъ 

ч 

(«4-1/02)»»— (а— 1/а2)т 

77^1= ^=0 (мод, а), 

а ЭТО приводится въ 

Лт— I дт— 1 ^ о (мод. а), 

сравневш невозможному: пбо а число простое, нечетное, н а 
простое съ а. 

УбЪдясь такимъ образомъ, что Р е ^ удовлетворяютъ срав- 
ненш 

Р2— §2^ = (люд. а^) 

и ^ число простое съ а, нетрудно доказать, что сравнеше 
^x^Р (мод. л^) нм^^етъ р'Ьшеше и это р']Ьшен1е удовлетво-^ 
ряетъ сравнешх) x^^^ (мод. а^). Первое сд1^дуетъ изъ того, 
^0 ^, будучи числомъ простамъ съ а, будетъ простымъ также 
съ а"*; въ этомъ же случае сравненхе Ях^Р (мод. а*")им'Ьвтъ 
всегда одно р'Ьшеше. Намъ остается теперь показать, что 
^исла Ху определяемый сравненхемъ Ях^Р (мод. а"*), удовле-^ 
творяютъ сравненш ^ег^^д (мод. а"*). Для этого мн, возведя. 
06*6 части сравнен1я Ях^Р (мод. а^) въ квадратъ, вбгводимъ 

§2^.2 = р2 (^ио^. атл). 

Но, по доказанному нами, относительно чвселъ Р и ^ 

Р2— §«2 = (мод. а«). 

Это же сравнеше, вмЪстЪ съ предпдущимъ, даетъ 

д2я;2^^^^ (мод. а»), 

I 

а такъ какъ <? число простое съ а и сл^д. съ а"^, то въ этомъ 
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сравнешл обЪ чаети могутъ быть сокращенн на ^\ «слАдетв!» 
чего юно приводится къ 

ж* = 5 (мод, а), 

что и следовало доказать. 

Итавъ, мы получинъ р'Ьтаен1е сравяешя ^*^д (мод. а"*> 

1зъ сравнета 

ам:=Р (мод. а^\ 

9 

гд'Ь Р я ^ навдутся ивъ уравненхй 

р= __ в_ __ 

по а — числу, удовлетворяющему еравненш 

а-^д^ (мод, а). 

Для лрнм'Ьра, возьмемъ сравнеше ^г^^— 2 (люд. .8'). По 
сказанному нами, число, удовлетворяющее ему, найдется изъ 
сравнешя 

дг =:- Р (мод. В% 

ГД* _^ 

(ач-К— 2)«-ь (д -4/— 2)^ ^ _ (ач-К— 2) »— (д— ^— 2) ^ 



2К-2 

и а есть число, удовлетворяющее сравнешю а-^Е! — 2 (мод. 3). 
Последнее сравнея1е относится къ числу тЪхъ, которая 
р^^шаются по способу показанному въ § 29;р^Ьшаяегоио8Том7 
способу, мы находимъ, что ему удовлетворяетъ 1. Дфлаяа»! 
въ уравнен1яхъ, опредЪляющихъ Р и $, вм'Ьемъ 

Р -. (1 '^У^^ УМ1— ^^Щ'' 

х- = — 5, 



я= 



2 

(1 '^У~2 У '-(1—У^''' 

21/=:2 



1. 



Отсюда, для онред'ккевхя ^^ — числа, удовлетворяющаго срав- 
нен1ю ^*^— 2 (мод. 3^), выходить 

г-. — Ь (мод. 3=»). 

Показавшв, какимъ образомъ решается сравнвнае а^^^ {мод. 
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а,^\ П± а какое нибудь простое нечетное чвсло, оереходиуъ 
аъ рЪшен1ю сравненхя ^г^^^ (мод. а'^Р''^' ). 

Если ^-|^^==1,^|^^===1,^Ч «= 1, , то, по сказанному 

яами, найдутся числа и, V, щ...., удовлетворяющ1Я сравнешямъ 

и^Щ^ (мод. а^), V-^^ (мод. р'»), го'~^ (мод. у^ 

Эти числа опред']Блятся такими сравнетями 

и = Л (мод. а*»), 1>^Б (мод. р*»), » = С (мод. уО» • • • » 

Но нетрудно убедиться, что мехду числами, опред'Ьляемымж 
саждымъ изъ этихъ сравнещй, найдется число 

Въ самомъ Д'Ьл^^, это число по модулю а*" сравнимо съ 

Л (РУ.;...) ' гд4 (ру ) ' по тео- 

реме 17, сравнимо съ" 1 по тому же модулю а"*, и, сл-Ьд., 

Л (р^у'' ) сравнимо съ Л. Также докаяется, что 

это число сравнимо съ В по модулю Р'^, съ С по модулю у^ н 
т. д.... А потому, это число будетъ удовлетворять яахдому изъ * 
€равнен1й 

и-^^^ {мод. а^Х ^'^^ (мод. р'»), гV':^^ (мод. уО? • • • » 

н сл^д., называя его черезъ х^ будемъ иметь 

X':^^ (мод. а»»), x^~^ (мод. р*»), x'-^-2^ (мод; у71. * 

Но такъ вакъ въ этихъ сравнешахъ модули а*^, у** 7^••••9 
числа относительно другъ друга простыя: ибо а, р, 7)-г1 <^уть 
различння простыя числа; то, по § 9, эти сравнен1я пред- 
нолагаютъ 

x^^^ (мод, л^ р'» / ). 

Такъ опред'кяится х, удовлетворяющ1й сравнен1Ю 

ж -ЕЛ (2 (мод. ^р), 

гдЪ ^ число простое сър, & р число нечетное, состоящее изъ • 
вронзведешя простыхъ чяселъ а, р, у, , для которыхъ 
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Этш1% нв оканчиваемъ теорю сравнев1й второй степево. 



ПАВА V. 

г 
т 

О сравнешяхъ двутаенныхъ. 

§ 31. Подъ ииенемъ сравневй дву?ленныхъ разум^^ютъ 
сравнешя такого вида 

т^ п, Д р ЕаБ1Я нибудь числа. Мы начнемъ съ простМшаго 
случая: -4=1, !>— число простое. Мы будемъ предполагать |? 
отличннмъ отъ 2; ибо, по § 20, при ^=2 сравнеше х^ — А:^0 
{мод. ^р,) приводится къ 1-Е степени. 

Относительно сравнен1й вида х^ — 1 ^е О {мод, р,\ мы до- 
жахеыъ следующую теорему: 

34. Теорема. Если одно и тоже число удовлетворяеть 
сравненгямъ х^ — 1^еО, д^ — 1 е~0 {мод,р), то оно удовлетворяеть 

также, сравненью х^ — 1 е::^ {мод. р\ %дгь со общш наибольшгй 
дгьлитель чиселъ тип. 

Доказательство. Пусть . будетъ а то число, которое удо- 
влетворяеть и сравнешю х^ — 1^0 {мод. р) и сравненш х^ — 
1^еО {мод. р)\ мы будемъ имАть 

а^ ^ 1, а" г" 1 {мод. р\ 

И а будетъ число вростоесъ^), ибо иначе было бы л?"*^^0(л1оА2?Х 
По положен1Ю, «> будучи общимъ наибольшимъ д^^лнтелемъ 

чиселъ т и п, въ частныхъ ™ ? - у дастъ числа простыя между 

• 

собою. Но при - 5 -** проетыхъ между собою найдется ^е^, 
удовлетворяющее сравнешю ^ г — 1^:0 {мод. ^Ь что пред- 



полагаетъ дЪлвиость - - г^-1 на • 0»иачаа частное отъ это- 
го хЪлев1я чрезъ у, найдеыъ 



откуда внходвтъ 

тг— и;-=» {19). 

Но ияъ ср8внев1в 

л" V- 1, а" 3 1 {мод. р), 
возводя первое въ степень г, второе въ степень у, вьиодииъ 

аШв^о^Ч/ (мод. р), 
ЧТО, ПО сокрпш,ен1а на а"» (часло простое съ р, ибо, вяд'Ьлн, 
а простое въ р), даетъ ' 

ГД'!, заи1|ндя тг~пу черезъ и по (Д9), шНюнъ 

п" = 1 (мод. р), 
что в следовало доказать. 

На основашн этой теореиы, не трудно доказатьсл'Ьдующую; 

35. Теорема. С^авненге а:'" — 15110 {"мод. р) имгьетъ орпшс- 
«*й, если ы есть общШ наиболыиЩ д>ьлите,\ь •теелъ т ир — 1, 
м в»им рпшЫя найдутся изь сравненья х" — 1^50 (мод. р). 

Доказательство. Сравнешю а:" — 1 е;^ О {мод, р). ногутъ 
удовлетворять только числа, нед'^щяся на р; ибо для х, крат- 
ваго р, будетъ ж" ;^о {мид. р). Но, по теорем'Ь Фериата, для 
ж, нвд4ляшягоея на р будетъ 

а?"-'— 1=:0 (мод. р). 

Итакъ, вс'Ё числа, уАОВлетворящ1Я срашенш л;™ — 1 :е= О 
*о^- Л*)) будутъ та12е удовлетворять сравнен!» аН" ~ ' — 1^Э) 
Ш1д. р)\ откуда сл'Ьдуетъ, по доказанной нами теоремЬ, что 
гн числа будутъ удовлетворять сравнен1Ю 

Л!** —1^0 {мод. р), 

д% ы обЕ^в навбодьш1й д'Ьлвтель чяселъ р — 1 и т. 
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Также не трудно уб'Ьдпться въ обратвомъ, что ыА чисха, 
удовлетворяюпця этому сравнен1ю, будутъ удовлетворять ■ 
сравнен1Ю х^ — 1^0 (мод. р). 

Въ самомъ д-Ьл*, изъ сравнен1Я сс^ — 1 е^ О (мод. р) выхо- 
дитъ ж® ^ 1 (мод. р\ а это, по возведен! и въ степень 

— (число -^ есть цЬлбе, ибо о есть д-Ьлитель т), даетъ а?"*^ 

1 (мод. р), или х^ — 1:^0 (мод. р.). 

Итавъ, сравнешямъ «'"—1:^0, х^ — 1^0 (мод. р) будутъ 
удовлетворять одн-Ь и т^ же числа. Намъ остается теперь 
показать, что эти сравненхя им'Ьютъ о р'Ёшен1й. Это легко 
сд'Ьлать надъ сравнен1емъ х^ — 1 ^0 (мод. р). Такъ вакъ о 

есть д-Ьлитель |) — 1,то^- — есть число ц-Ьяое; называя его 
черезъ м, найдежъ ^) — 1^оп. Всл4дств1е чего х^' — х пред- 
ставится такъ л;(х***^— 1), или х [(х^) **—!'*], а это д-блится на 
х^ — 1: ибо разность степеней делится на разность корней. 

Но, если х^ — X д-Ьлится на х^ — 1 безъ остатка, то, по 26-ой 

теорем*, сравнеше х^ — 1^0 (мод. р) им'Ьетъ « р'Ьшевхй: А 
• такъ какъ это сравненхе удовлетворяется одними числами съ 
д;**— 1^0 (мод.,р\ то и это сравнеше им*етъ о р'Ьшенхй; от* 
куда и сл^дуе^ъ предложенная нами теорема. 

Такъ, сравнеше а; '" — 1^0 (мод. 17), гд-Ь общ1й наиболь- 
Ш1Й д^^итель чиселъ 10 и 17 — 1 есть 2, будетъ им'Ьть только 
два р']^шен1я, цоторыя найдутся изъ сравнен1я х^^1 (мод. 1 7). 
Зам-Ьчая, что этому сравненнэ удовлетворяетъ 1 и 17 — 1 = 16, 
всл*дств1е чего решетя его суть 

ж^1, ж =16 (мод. 17), 

МЫ занлючаемъ, что р-Ьшешя сравиенхя х^^ — 1^0 (мод. 17) 
суть 

05^1, ж = 16 (мод. 17). 

На основан1И этой теоремн, р4шете сравнен1я ж*" — 1^0 

(мод. р.) сводится на р*шен1е сравнешя х^ — 1^0 (мод. р\ 
гд* О) д-Ьлитъ^) — 1. Этимъ-то сравненхемъ мы теперь и зай- 
мемся. Относительно его мы докажемъ сл'бдующую теорему: 

36. Теорема. Сравненью ж» — 1^0 (мод. р\ гд^ь ыдгьлить 

р-1 

р — 1, удовлетворяешь число а==п *^ , если п про^^,^,Ьь Р' 



— 94 — 

■ 

Доказательство, Въ самомъ д-Ьл*, полагая а==п *^ , яахо* 
димъ 

Но, ПО теорем-Ь Фермата, при п простомъ съ р будетъ 

7»Р— *— 1 ~ О (мод. р\ 

следовательно, также 

а**^ — 1Е^0(мод, рХ 

что и сл-Ьдовало доказать. 

11--1 11-1 11—1 

Такъ, 2 * ,' 3 ' , 4 ^ , будутъ удовлетворять срав- 

нешю х^ — 1 5Е= О (мод. 11). 
Такимъ образомъ мы можемъ найти несколько рЪшешй срав- 

нен1Я х^ — 1 ^Е О {мод. р). Чтоже касается до опред^ленха 
ъскиъ его р'})шетй, то относительно нхъ доЕажется следующая 
теорема: 

37. Теорема. Если чг^сло о удовлетворяетъ сраенент х^ — . 

1^0, (мод. р) и не удовлетворяетъ (у>авненьямъ х^ — 1 :^0, 

д:Ре^1, , х^ — 1==0 (мод р)^ гдть а, р,..., ^ сутьдтьлители 

-о (включая сюда и Л); то есть о ртиенгй сравненья ж» — 1 ^1 
(мод.-р) опредгьлятся такъ 

X о, а*: 0-, , X. 0*^ {мод. р}.^ 

Доказательство. Не трудно убедиться, что, если * удовле- 
творяетъ сравнешго х^^-\ е^е О (мод. р\ то ему удовлетворяетъ 
п О**, какое бы ни было число п. Въ самомъ д-Ьл-Ь, если О удов- 
летворяетъ сравнешго х^ — 1 ^1 О (мод.р\ то 0*^ — 1^0 (мод.р') 
или 0««>^г: 1 (-^0^. р), Нр, возведя обЬ части этого сравое^рхя въ ' 

степень п, находимъ ^"^^1 (мод. р\ или 0*^** — 1 ^ О(мод,р)^ 
а это показнваетъ, что О" удовлетворяетъ сравиен1Ю х<л — 1=^0 

(мод, р). На основаши этого, мы заключаемъ, что 0,0 , , Оь> 

будутъ удовлетворять сравнен1ю х^ — 1^0 (мод. р\ и схЬд. 
будутъ удовлетворять ему всЬ числа, опредЬляемыя сравне- 
тами 

ж -е: О, ж . - 02, , X -~ О*** (мод. р) (20) 
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Доважемъ же теперь, что въ этомъ ряду сравнешй вгЬтъ 
двухъ сравнен1й, тождественныхъ между собою. Для этого, до- 
пустимъ противное, допустимъ, что здЬсь вайя нибудь два 
сравнен1Я 

х: 0«», X ъЛ'^ (мод. р) 

тождественна между собою, числа т и м, вакъ показатели О В7> 
сравнен1яхъ (20), будутъ болЬе О и не бол-Ье о, и пусть т бу- 
детъ бол-Ье п. 

Допустивши, что сравнен1я ж :^ О"*, .ж ~^ 0*^ {мод, р) удовле- 
творяются однимъ и т-Ьмъ же числомъ х^ мы находимъ О'^^^О'* 

1 

{мод. р), что, по сокращен1и на О", даетъ 

0*»"-« — 1:0 (мод.р). 

* 

Это сравнете вм-ЬсгЬ съ сравненхемъ О» ::е 1 {мод, р\ кото- 
рому О удовлетворяетъ, по положёшю, предполагаетъ 

» 

рд* «' общ1Й наиболып1й д-Ьлитель т — п и «(смотр, теор. 34)^* 
Но «и' ве можетъ бн*» рмшт о: вбо «»' ееть д']^литель т— 91^ 
гд* т ^ п болЬе 0. и не болбе « а потому т — л<<о. Но, если 
число о меньше и, то, д']^ля ш, оно должно быть однимъ изъ 

делителей его: а, р, с; всл'Ьдств1е чего предыдущее сравне- 

ше должно быть однимъ изъ сравнешй: 

$«— 1=0, ОР — 1е^0, , 4^ — 1— О (жоЛ!?). 

Эти же сравнен1я, по положен1Ю, не могутъ '!им']^ть м'Ьста. 

Итакъ, между сравнешями жеееО, ж^^О-, ^ х^^^ {мод,р) 

не можетъ быть двухъ тождественныхъ между собою, слЬд. въ 
нихъ вавлючаются вс*]^ («> рЪшеи1и сравневгя 

х^ — 1 ^:.0 {мод. р)у 

что н следовало доказать. 

Такъ, чтобы найти всЬ р'Ьш:ен1я сравнешя а?*^ — 11^0 {мод. 13Х 
мы должны найти число, которое бы удовлетворяло ему, не удо- 
влетворяя сравнен1ямъ 
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«—1 ~ О, «5—1 ^ О, «3—1 ::;Е. О {мод. 18). 

Зац'Ьчая, что такое свойство прпнадлежитъ числу 4, мы за- 
ключаемъ, что р-Ёшетд сравнешя х^ — 1 :^0 {мод. 13) суть 

ж^4, ЖЕЕ42, а;=4«, жзе4*, ж^4*, ж1:е4« {мод. 13), 

ИЛИ 

ж^4, аг^З, я?1е12, я;~9,.'син10,ж~1 (лод. 13). 

§ 32. Переходимъ теперь къ сравне&1ямъ х^ — А'Е=ай{мод.р\ 
гд-Ь А кавое нябудь чпсло, нед'Ьлящееся на р^лр число про- 
ч^тое, которое мы опять иредполагаемъ отличннмъ отъ 2. 

Относительно сравнешй этого вида, мы докажешь сл'Ьдую- 
щую теорему. 

38. Теорема. Сратенге х'^ — -4.^0 {мод. р) возмооюно 

только въ томъ случать^ когда А ^1 {мод. р\ гдгь о общьй 
наибольшШ дгьлитель чиселъ р — 1 и т. Когда же &то сравне- 
те возмооюно^ оно цмгьетъ о рптенщ который найдутся изъ 

'4}раенен%я х^ — -4^ ^ О, {мод. р\ гдп» % есть чисщ удовле- 
творяющее условгю '^ тс^ 1 (мод% ^-\ 

Доказательство. Мы предполагаемъ А нед']Ьлящимсд на р\ 
поэтому число а?, удовлетвордющее сравненш х^ — ^. = 
{люд. р), или х^'^А {мод, р\ не мОжетъ быть вратнымъ р: 
ибо въ этомъ случа'Ь было бы х^==0 (мод. р\ н сравнеше 
л^^А (лсод. р) дало бы -4 ^ О {мод. р). Но если х не Д'Ьлится 
аа р^ то, по ^еорем'б Фермата, будетъ 



дрР— 1^1 {мод. р). 



т 



Возводя 06*6 чаегп этого сравнешя въ степень — , а ^лены 

'Сравнен1я п;'^^-^ (лсоЛ^)) въ степень ^^^ (числа — , ^^^ бу- 
ду тъ цФлыя, ибо о есть общ1Й делитель т и р — 1)^ нахо- 
димъ 

т(р — I) т{р — 1) р — 1 

ГС ' =1,х =л. (мод. р)] 
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откуда сд^дуетг 

р-1 

А " Е^1 (мод. 2^)- 

Итакъ, для возможности сравнен1я х^ — Л :^ О (мод. р.\ не- 
обходимо, чтобы Л удовлетворяло сравнен]Ю 

А"^ =1 (мод. р)...,. (21). 

Предполохимъ теперь, что это условхе выполняется и дока- 
жемъ, что въ тавомъ случа'Ь вс% числа, удовлетворяющгя ера в 
нешю х'^ ^Л (мод. р), удовлетворяютъ также сравнешю 
х^ ^ А^ (мод, р\ гд-Ь % число, определяемое сравнен1емъ 



^.^1(«..г=!). 



Число 6) будучи общимъ наиболыЕимъ дЪлителемъ чиеелъ 

т Р — 1 ^ 

т н р — 1, въ частннхъ — , даетъ чиеда, простыл между 

собою. Но, при ^, ^-^^^ простыхъ между собою, найдется чи- 
сло тс, удовлетворяющее сравнешю ~%^1(мод. ^-^\идля 

такого числа тс разность ~ тс — 1 будетъ д-Ьлпться на ^^^^ 
Называя ^ частное отъ этого д4лешя, будемъ им^ть ; ^ 

ш р—1 
— л — 1 = С « 

^ ^ О) ' 

ИЛИ тт: — <; (р--1)^о..^ (22). 

На основаши этого уравнешя, мы поважемъ, что сравн|ен1е 

ж'" ^ А (мод. р) 

аредполагаетъ 

х^^А^(мод,р). 

Въ самомъ д'1^л'6, возводя 06*6 части сравнешя х^^Л 
(мод. р) въ степень тс, находимъ х^'^^^А^ (мод. р)\ по тео- 

Чебышевъ. Теор1я сравн. 7 
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рем* же Фермата, им-Ьемъ д;<р~^)^1/л«о(?.^)>,тд4, возведя о(Йь 
части въ степень с, подучаемъ 

х'^(Р-')=1, иди 1=а;^<Р-^) (мод. р). 
Но пзъ сравнен1& 

д.ти ^^п^^^^{Р-^) (мод. р\ 

перемножая ихъ почленно, внводимъ х^'^^А^х^^'^'^^'^ {мод.р\ 
что, по совращен1И на 0?^^^""'^ будетъ 

Зам-Ьняя же здАсь ттс— с (р— 1) числомъ о, по (22), пай- 
демъ 

Х^^^А^ (мод. р\ 

ЧТО и следовало доказать. 

Изъ этого видно, что сравнен1е х^^А [мод.р) не можетъ^ 
им^ть р^шетй, отличнвкъ отъ рАшешй х^ =е А'^ (мод. р). 

Убедившись въ 9томъ, мы доважемъ остальную часть пред- 
ложенной нами теоремы. Для этого, мы доважемъ, что сравне* 
те х^ Е^ Ж{л1и>д. р) им'Ьетъ о рЪшен1й и что веб они удовде* 
творяютъ сравнен1Ю х^^ь А (мод. р). 

Чтобы ув*рвт1»са въ первомъ, мы, по § 21, ищемъ ост^токъ,. 
получаемый при Д'Ьленш ^ — х на а« — А^^. Этотъ остатовъ 
мы легко находимъ, замечая, что о:^— о; можетъ быть тавъ пред- 
ставлено 

р-~1 р--Л тс(|)— 1) . 

гд4 [(х^) « — (А^) ^ ] х^ очевидно, делится на х^ — А^. 
Откуда сл-Ьдуетъ, что искомый остатокъ есть 

т^(р — 1) 
[Л " - 1]х. 

Но зд'Ьсь коеФФНщентъ А <*> —1 делится на р, ибо, по 
(21), им'Ьемъ 
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а 

А ==1(мод,р), 

ЧТО, ПО возведен1И въ степень 1с, даетъ 

4 

Л =1 (мод.р)] 

сл4д., по теорем* 26, сравнеше х^^е А^ (мод, р) имФетъ о р4- 
шешй. 

Наиъ остается теперь доказать, что вс* р'Ьшешя • еравнен]я 
х^ II?. А^ (л10(?. ^?) удовлетворяютъ сравненш х^ — А^О{мод.р\ 
Для этого, кн зам']&ти11Ъ, что сравнете х^ ^ А^ (мод. ^р), по 

возведенш его частей въ степень — , даетъ х^^ Л ^ (мод.р). 
Вычитая же Л изъ обЪихь частей этого сравнетя, найдемъ 

теш 

(О 

х*л — А^=^Л — Л(мод, р), 



Я1И 



а-ш— 4 ^А{А —1) (люд. р\ 



. Внося сюда величину тст изъ (22), получаемъ 

ч 

';(р-1) 

х^—А^^АЦ. ** —\)(мд.$).:. (23) 

Но, во (21), ^ удометворяетъ сравнешю 

и 

А =1 (лод. р\ 

• которое, по возведенш его частей въ степень с? будетъ 

<:(Р-1) 

<д 

А ,^\ (мод. ^?), 

иди ^ —1^^0(мод. р). 
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ВсАм^тте же этого, сравнсте (23) пршюдшся гь та- 
кону: 

я^—Л~0 (мод. р), 

' что и оставиоеь нанъ довазать. 
Ддя ирюАул, возьжемъ сравнен1е 

лг»— 3=0 (мод. 11), 

Обпой нанболишй д4литель 8 и 1 1—1 есть 2. Сйд^ для 

11—1 

вовножноети этого сравнешя, необходимо должно быть 3 2 

_ 11—1 

= 1 {мод. 1 1). Это 7С10В1е нвполяетса, ибо 3 2 ==з* = 243, 
что сравнимо съ 1 по модулю 11. РЬшешя же этого сравнешя 
найдутся нзъ сравнешя д?^— 31^ (мод. п% гд* 1с опред*- 
ляется услов1емъ 



1^-1 (^«^.~^)•' 



«и 4к~1 {мод. 5) 

Р4шая это сравнеше по способу, показанному въ § 15, на- 
ходимъ 1с=4*~2=64 (мод. 5). 

Откуда видимъ, что за тс можно взять 4. Всл4дств1е этого 
сравнете а;^— 31^=0 (мод. ц) даетъ а?^— 81 = (мод. 11). ' 

Но этому сравнешю удовлетворяетъ я? =9 н я?=11 9=2 

СдЪд., р4шен1я сравнен1я х^ — 3^0 (мод. И) 
суть 

0^2, х~9 (мод. 11). 

Изъ доказанной нами теоремы, относительно сравнетй вида 
х^^—Л ЗЕ О (мод. р), выводимъ следующую: 

39. ТвОЙ1вм;а. Сравненге а?'»^- 1 =о (мод.р) не имгьетъ ргь- 
гиенгя, если р—1, по освобожденги оть обгцихь множителей 
съ т, приводится кь числу нечетному. Въ противномъ случать, 
это сравненге имгьетъ о ргьшенгй, если р—1 и т импютъ Фб- 
щимъ наиболъшимг дтьлителемъ о, и эти ргьшенгя найдутся изъ 
сравненгя я?" -н 1 зье О (мод. р). 
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Доказательство, По теореме 38, для возможности сравне- 
шя д:"* -*- 1 ^ О {мод. р) необходимо, чтобы удовлетворялось 
сравнеше 

■ 

(-1) ** =1 (мод. р); 

«—1 

а это не можегь имЪть м^ста, если^- — число нечетное; сл^д. 

частное отъ д^лешя р — Д на с», обпцй наибольшШ д-Ёлитель 
чиселъ тир — 1, должно быть числонъ четнымъ. Еслц-же 
р — 1 



ш 



число четное, то уеловю 



р-1 



(-1) ^ =1 (мод.р) 

выполняется, а зъ этомъ случа'Ь, по доказанной нами теореме», 
ср1авне1в[1е я:*^ -ь 1 ^ о (мод. р) им^тъ о р^шешй и этц рЪ- 

шешя найдутся изъ сравиеша х^ — ( — 1)^^0 {мод.р\тк^ 
% есть число, удовлетворяющее сравнешю 



т 



(Л 



мод.^У 



Но такъ каЕъ въ носл'Ьднемъ сравненш модуль — число чет- 
ное, а вторая часть не д^^тся. на 2, то и первая должна быть 
числомъ простымъ*съ 2. Отвуда сл*Ьдуетъ, что % число не- 

четное, а потому сравнеше х^ — ( — 1)'^^0 (люд. ^>), которымъ 
определяются р*шен1Я сравненхя ж** -+• 1 ^ О (мод. р), при- 
ведется Бъ такому 



ш 



05" -ь 1 = о {мод. р). 

9 

Такъ убеждаемся мы въ справедливости предложенной на- 
ми теоремы. 

На основаши этой теоремы, мы завлючаемъ, что сравнеше 

ж* -+-1 = о (лЫ. 13) 

не имЪетъ решетя: ибо общШ наибольппй д&штель 4 и 13 — 1 
есть 4, а частное отъ д^леша 13 — 1 на 4 есть 3, число не- 
четное. Напротивъ, сравнеше 



Э!»-1-1 = (мод. Щ 

ия^вгь три рйшешя: ибо обпцй иапба1ЬШ1й дЬлитель 9 н 13— ] 
есть 3, а а, дЬля 13 — 1, даетъ въ чястноиъ число четное 4, 
я р4жвН1я этого еравдев1я найдутся изъ сравнешя 
■э;'-+-1^0 (мод. 13). 

■ § 33. До сигъ поръ ны говории о сравнешв а;** — .4^0 
(мод. р),11рехао1ягля р чиыомъ нростнмъ. Обращаемся теперь 
къ чгкыъ случать, когда 8д4сь р число составное. Мы пред- 
полгожнмъ р чнелоиъ простнкъ относительно та Аж дока- 
жемъ, что ъъ этоиъ елуча*, если новио удовлетворить срав- 
яен1ю ж" — ^^0, пртвижах за модуль его какое либо нзъ 
простыхъ таселъ, входящихъ въ составь р, то ему можно удо- 
влетворить и при модул^Ё р. 

Мы начнемъ съчастнаго случая, предположивъ, что2)=о* 
гдЬ а какое ипбудь простое йлое, недАлящее т в А, ш по- 
кахемъ, какинъ обровомъ ввъ р^шеша сравнеша х" — А^О 
(мод. а) могутъ бить впведанн р§шен1а сравнеН1й: 

■ ;е"— ,4=0 (мод. а'), а;«— Л^О (мод. к^), в т. д. 

Пусть будбтъ а число, удовлетворяющее сравнен!» 

«••—,4=0 (мод. а); 

число а не будетъ делиться на а, ибо Л^ по положевш, не 
делится на а.. Для опред'Ьленк числа, удовлетворающаго ера- 
ввешю ж"* — А^О (мод. а'), положинъ я = а -ь аг и будемъ 
искать е подъ услов1еиъ (а -наг)™ — -4^0 (лих?, а'), которое 
ппнводитсж къ следующему: 

-Л■^-ш^-^^и-^-^^~^ аЛ—'а-гЧ- . . . .-^аЩ^л ^:0 (тд. а-). 

[о вд^Ьсь а есть общ1й ннокитель членовъ сравиенхя и 
и, ибо а, будучи чнсломъ, удовдетворяющинъ' сраввевш 
■А^О (мод. а), въ разности о" — А даеть число крат- 
V, во вс11гь ке прочихъ члеиахъ сравнев1а и въ модуле 
) -а входить множвтеленъ. Совращая его, находимъ 
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— - — ч-тйл»»— *^ч— у-^— а«— 2а^2_|- ■л-а.^^^г^ — (мОд. а). 

Но такъ каЕъ ' 

т (т — 10 



1.2 



а'^—^л:--^ -ьа*»— *<&*» 1^0 (мод. «), 



ТО предыдущее сравнеше приведется къ такому 

— - — •+-та'*'^^^е^^О (мод. а). 

Это сравнеше, будучи первой степени о'Гносительно неиз- 
в'Ьстнаго ^е^, легко р^^шается. Прнтоиъ не трудно убедиться, 
что оно всегда им^^етъ р^шеще: въ немъ кбеффищентъ при ^^, 
будучи составленъ изъ пропзведешя чиседъ т е й проетыхъ 
<уь а, будетъ число простое съ модулехъ а; ^ъ этомъ же еду- 
ча,% сравнеше первой степени всегда югбетъ р^Ьшеше. 

Итакъ, р'Ьшешемъ сравнешя 

'-ьдаа**~"'-8г~0 (мод. а) 

г 

найдется число ^^у по которому число^ удовлетворяющее срав- 
нешю х^ — -4 = (мод, а^), выразится такъ: х=^а-^а0, По- 
хажемъ теперь, вавимъ образомъ по числу Ъ^ удовлетворяю- 
щему сравненш х^ — ^.^^0 (мод. а^), найдется число х, для 
котораго х^ — ^ ^ О (мод. а'). 

Для этого, полагая въ этомъ еравцеи1и о? = & ч- а% вы- 
водимъ 

{Ь'*'Л^и)^—А = О (мод. а»). 

Разлагая же (Ь ч- а^и)^ по биному Ньютона, сокращая всЪ 
члены сравнен1я и модуль на а^ и опуская члены кратные а, 
вавъ д'Ьлали выше, найдемъ^ для опред'Ьленхя и, сравнеше 

ъ^—А 

— -, — -нтЬ*»*-*»^© (мод. а). 

Отсюда опред'ЬЛится и. Зная же щ мы опред'Ьдимъ число, 
удовлетворяющее сравнешю х^^^А^О (мод. а'),' изъ ураз- 

неюя л; = Ь -ь а^и. 

« 

Поступая тавимъ образомъ, мы будемъ находить р^Ьпгешя 
сравнен1й х^ — Л^О при модуляхъ а*, а^ и т. д. . 



^ 
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I 

Для лримЬра, найдсмъ рЬшеше срввнвн1я ж* — 2 ^ О (мод. 3*). 
Сначала р-Ьшаемъ сравнеахе л?' — 2^0 (мод. 3), которое, по 
теоре1ГЁ 38-й, приводится въ сл']^дуюшему 

л-а^ = о {мод. 3), 

гдй % опред-бляется условхенъ: бтс ^ 1 (мод, 2). 

Замечая, что этому услов1ю удовлетворяетъ 1с = 1, мы для 
р4шешя сравнен1Я х^ — 2^0 (мод. 3) находимъ я: — 2 ^ О 
(мод. 3). 

Откуда заключаемъ, что 2 есть число, ему удовлетворяюп^ее, 
и для рЬшенхя сравнен1я х^ — 2^0 (мод. 3*) полагаемъ: 
а; = 2 -4- З^е^, гд* ^^ определяется услов1емъ 

2*— 2 

— З—н-5.2*— *гг = (люд. 3), 

или 

10-4-80-9 = (мод. 8), 

которое, по сокращен1и на 10, приводится съ следующему 

а?^— 1 (мод. 3). 

Мехду числами, удовлетворяющими этому сравнен1Ю, на- 
ходпмъ 1; принимая ее за ^, мы находимъ; что 2+3;ег равно 5,. 
й это будетъ число, удовлетворяющее сравнен1ю 

л*— 2"= о {мод. 3-). 

Обращаемся тепе]1ь къ сравнен1ю х^ — А^О (мод. р), где 
р какое нчабудь число простое сгь т и' ^^ и довахемъ, что если 

р состоитъ И8Ъ прои8ведев1я простыхъ чиселъ а, р, у , 

для которыхъ сравнен1я 

х^—Л^О {мод. а), ж»— -4 = {мод. р), а «—-4 = {мод. у)... 

I 

имЪютъ решетя; то можно найти решеН1е сравнен1я 

е^^Л ~ о {мод. р). 

Пусть будетъ р «а^^^у^...,. По пр1ему, показанному 
1Гами, мы найдемъ числа, удовлетворяпця сравнен1ямъ 

х^-^Л — О {мод. а\ х^'-Л = {мод. р**), х^-А^О {мод. у^)... 
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Пусть эти числа будутъ ДГ, ^7, Р, ; по теорем* 13 й» 

всЬ числа, опред'Ьляеи^я сравненхемъ х=:М {мод, а^), будутъ 
удовлетворять сраваевш 

ж'Л-^гг^О {мод. О; 

* 

лисла, опред-бляемия сравпвЯ1емъ x^ЕN {мод, ^)^ будутъ удо- 
летворять сравнен1Ю 

а^'-А — О (мод. а^); 

п Т. д. . Но въ § 30 вид'&ля, какпнъ обрааомъ можно найти 
число, удовлетворяющее всЬиъ сравнен1яиъ 

х~М {мод. оГ\ x~N (мод. р**), ж = Р (.чод. у*) , 

И сл±А, всЬмъ сравнен1ямь 

х^-^Л^О (мод. л\ ж»»— ^4 = (мод. ^^), х^—А = (мод. у^).'.. 

А такъ какъ а, ^, у.... различная простыя числа, то мо-» 

дули этихъ сравнешй а , ^^, у^, суть числа относительно 

другъ друга простил; а въ этоиъ случа'Ь эти сравненхя, по 
§ 9, предполагаютъ 

ж«— л = о (мод. а'^^у^ ). 

Такъ, мы найдемъ число, удовлетворяющее сравйвн1ю 

х^^А = О (мод. л^^у^ ), 

опред'Ьливши число, которое удовлетворяетъ сравнен1ямъ 

■ 

* х=^М (мод. а\ x^N (мод. у^), х~Р (мод. р^) , 

гд'Ь Ж, N^ Р числа, опредйляемыя услов1Ями 

М^—А^О(мод.л\ 
^V^я»— ЛЕЕО(^<од. р»*); 
Р«— -4—0 (мод. V^; 
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Г ЛА.В А УХ 
О оравнетяхъ вида а^ ^ А {мод. р ). 

§ 34. До сихъ поръ мы занцнадись изслЬдова^^емъ такдхъ 
сравненШ, воторая завлючаютъ въ себ'Ь алгебраическую цЪлую 
фунвщю неизвЪстнаго и разсмотр&ки зам'ЬчательнМппя изъ 
этихъ сравнешй: сравнешя первыхъ двухъ степеней и срав- 
нен1Я двучлевныя. Теперь переходикъ еъ сравненшмъ, воторня 
содержать неизвестное покязателемъ. Изъ этихъ сравненхй 
<^амое зам-Ьчательное есть а^ ^ А (мод. р\ гдЬ р число про- 
стое, нед^лящее аи А. Этимъ сравнен1еиъ ни теперь и зай- 
мемся. Относительно его- легко доказать следующую теорему: 



40. Теорема. Если число а удовлетворяетъ аратент а^^=Л, 
{мод. р), то ему удовлетворяетъ и всякое число^ сравнимое сь 
а по модулю р—1. 

Доказательство. Если ^г сравнимо съ а по модулю р — 1, 
то ;гг — а д^Ьлится ва^ — 1. Называя с; частное отъ д'Ьлен1я 
^ — а на^> — 1, найдемъ ^ег — о(.={р — 1)д; откуда сл4дуетъ 



Но, по теорем* Фермата, а^"~* и, сл*д. а^^""*)^ сравнимо съ 
1 по модулю р] поэтому 

а^—^ = 1 (мод. ру. 

Им4я же, по положенш, а* ^ееьА {мод, р\ мы, перемноживъ 
это сравнен1е съ предыдущимъ, находимъ 

п^^ееА (мод. р\ 

ЧТО и сл']ЬдовалО' доказать. 

Изъ доказанной нами теоремы вздно, что, если сравнен! ю 
а* ^А {мод. р) удовлетворяетъ одно число, то ему удовлетво- 



ряетъ беэЕОнечное квожество другихъ, сраввнншъ съ пер- 
вшгь по нодглю ^>— 1. Но всЬ эти числа, сравншша нежд; 
собою по модулю ^> — I, МП прнншиеиъ за одно рФшеше срав- 
неша а" ^ А (мод. р}. Въ этоиъ значешв сраввен1е а" ^^А 
(мод. р) будетъ вн^ть столько рЪшев1в, сколько полажитель- 
анхъ чиселъ неньшихъ ;> — 1 в, сл'Ьд^ весраввиныхъ нехду 
собою по модулю ^^ — 1 ему удовлвморяетъ *). Эти р'Ьшеша 
представятся тавъ 

т^*!, а! = «1, . .. .,я^о:,( (мод. р— 1), 

гд§ о,, а„ , Оц суть волоавтельвыа чвсла, невьш1я р — 1 и 

удовлетворяющ1я сраввенш 

а'~А (мод. ^|)- 

Показавша, еоеъ считаются р'Ьшен^я сраваев1я а' -=^ А 
(мод. р), жа врвступамъ въ овред^^ев1ю чвсла вхъ в начнешь 
съ чаетваго случая ^=1. 

Относвтельно сравнвН1Я оа.=1 (мод. р) легво доказать сл4- 
дуюиря'теореин: 

41. Теорема. Если фовнент а^ ^ 1 (мед. р) уо 
■ ряетъ х=л, то ему удовлетворяетъ всякое число края 

Доказательство. Въ самомъ д^^л^, если сраввевхв 
(мод.р) удовлетворяетъ х=а, то в* =е I (мод. р). 
сравняше, по вовведен1в въ какую нибудь степень * 
два ^ ^ ^^щ^ ^^. откуда слЬдуетъ, что ка удовлв' 
сраввен1Ю а^ -=, I (мод. р). 

42 Теорема Если сравнент л* ^ 1 (мод. р) у1 
2>яеть число о, то ему удовлетворяетъ и о(^1|! наибо. 
.*итель чиседъ а ы р — 1. 

Дтазате.гьство. Эту теорему легко вывести изъ 



*) До зтого МП дохощиъ, повторы о р^шеяшхъ сривен1а а^^ 
тЪже сужзеыи, которва д1)л1ин въ § 12 при опред^лен1В числ 

еравнеп1я ^х^О (мод. р). 
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35-й, доказанной наня для двучленнаго сравнешя я^ — 1^0 
{мод. р\ по которой число а, удоклетворяющее этому сравненш, 

должно тякхе удовлетворять сравнетю (х^, — 1 ^^ {мод, р\ 
гдЪ о общ1й ваибольнпй д^^лнтель т^ и р — 1 и, сл^д., еравне- 

те а*^1 {мод. р) предполагаеть еравнеше а^ ^ 1 {мод. рУ» 
въ чемъ и заключается предложенная нами теорема. 

43. Теорема. Наименьшее число, за исключенъемъ О, уда- 
влетворяктее сравнетю о^ ^ 1 {мод. р\ есть дплитель р — 1; 
прочгя же числа, ему удовлетвсряющЫ^ ,сутъ кратмыя ^то- 
%о дгьлителя. 

Доказательство. Пусть будетъ а наименьшее число, удов- 
летворяющее сравнетю о^ ^ 1 {мод. ^); по нредндущ^ тео- 
реме, сравнешю а^ ^ 1 (мод. р) будетъ удовлетворять обдцй 
наибольш1й д^^тель чиселъ а жр—!. Но этотъ д^^лительчи- 
селъ р — 1 и а, удовлетворяя сравнешю а' ^ 1 {мод. р\ дол- 
акенъ быть равепъ а; ибо, въ противномъ случае онъ бы б1иъ 
меньше а, между тЬмъ какъ, но ноложешю, а .есть наименьшее 
число, удовлетворяющее сравнешю сг^ ^ 1 {мод. р). Итакъ, а 
должно бить д^лителемъ числа 1>—1. 

Теперь докахемъ, что всЪ числа, удовлетворяющ1л сравне- 
шю а' ^ 1 {мод. р)^ суть кратння а. Для этого мнзамЪчаемъ, 
чтОу по предыдущея теорем^ еравнеше а^ ^ 1 (люд. р) пред- 
полагаеть а^ ^ 1 {мод. р\ гдЬ о обпцй наибольппй д^^лпель 
чиселъ X и р — 1. Это же еравнеше вм^^стЪ съ а^ ^ 1 {мод.р) 

предполагаеть (см. теор. 34) а^'^ 1 (люд. р\ гд1^ о' обпцй 
наибольпой д^итель а и о. Но и' должно быть равно а; ина- 
че о', будучи общимъ наибольшимъ дЬлителемъ а и о, было 
бп меньше о, и такъ кавъ о' удовлетворяетъ сравнешю л* ^ 
1 (люд. р), то мы бы нашли въ о' число меньше а, которое 
удовлетворяетъ сравнешю а* ^ 1 (люд. р\ что противно по- 
ложешю. Итавъ, о' равно а. Но мы вид1^и, что о' есть обпцй 
яаибольппй д'Ьлитель х и р — 1; слфд. о, равное о\ д1^ить х, 
что и следовало доказать. 
Такъ, замечая, что наименьшее число (посл^^ 0), удовлетво- 
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ряющее сравненш 2^ ^г^ 1 (мод. 31), есть. 5, иы заключаемъ, 
что только числа вратння 5 будутъ удовлетворять этому ср&1)- 
ненш. 

По доказанной нами теореме, мы заключаемъ, что наимень- 
шее число, удовлетворяющее сравненш а* ^1 (мод. р)^ есть 
одинъ изъ делителей рг-! [йзъ этого числа не исключается 
само р — 1, которое, по теореме Фермата, удовлетворяетъ срав- 
ненш аР""*^1 (мод. р)\ и если это число есть а, товс* 
числа, удовлетворяющгя этому сравнешю, начиная отъ О, пред- 
ставятся такимъ рядомъ О, а, 2а, .., откуда видно, что 



о, а, 2а, 



.■(^'-') 



суть единственння числа, удовлетворяюпця сравненш а^ ее^1 
(мод. р) и меньш1я р — 1; сл-Ьд., р4шешя ёравнен1Я а^ еег 1 
(мод. р) суть 

ж = 0, ж^а, л? = 2а, , ^"^^{"^ 1 ) {^од, р —1), 

И число [ихъ есть ^^^• 

Такъ, зам^^чая, что наименьшее число, удовлетворяюш;ее 
сравнешю 2^ е^ 1 (мод. 31), есть б, мы заключаемъ, что это 

сравнете им4етъ — г — =6 рЬшенИ,. которыя суть 

х = Оу ж ЕЕ б, о; =2.5, о; = 3.6, л = 4. 5, а? = 5. б (мод. ВО). 

Мы нашли, что число р-Ьшешй сравненая а^ ^ I (мод, р) 
опред']^ляется отношешемъ р — 1 къ а, гд^Ь а наименьшее чи- 
сло, удовлетворяющее этому сравнешю. Отсюда сл']&дуетъ, что 
это сравненхе им'Ьетъ одно только рЪшеше, если наименьшее 
число, удовлетворяюш,ее этому сравнешю, есть|9 — 1. 

§ 35. Переходимъ, теперь въ сравнешямъ а^ ^ А (мод.р), 
гд^к Л какое нвбудь число, недЬлящееся' на р^ идоважемъ 
следующую теорему. 

44. Теорема. Если сравнент а^Е^Л (мод. р) удовлетво- 



• • 



^ 



• • 



— по — 

'ряетъ Х, а наименьшее чисщ удов.гемворяюгцее ераененгю а^ ^ 

^ 1 {мод. р)^ есть \ то первое глмяъеть ^^ ркьшенш^ который 

* ^ 

суть 

л = X, лч= Хч-а, X ЕЕ Х-|-2а, . . , ж = Х-4- Г-^^ 1 ) а (люд.р— 1). 

Де/кавательство. Если X и а удовлетворя0тъ ср&внешямъ 

а*~ Л,л*Е^1 (.над.^>), то а ~Л«* = 1 .(лод.|)). 

Возведя 06*6 части посл^Ьдняго сравнен1я въ какую нибудь 

степень п и перевгаоживъ его почленно еъ а^ ее^ Л {мод. р), 
находимъ ' • . , , 



I 



Откуда ясно, что Х-ниа удовлетворяетъ ср8внен1ю а^ ^ А 
{мод. р)^ какое бы ни бнло ц1Ьлое число п. 

Не трудно также уб^Ьддгься, что, крои^^ чиселъ вида \-*-ап^ 
нЪтъ другихъ способннхъ удовлетворить сраввешю а^ ^ Л 

I {мод. р). 

Въ самшъ д-Ьл*, если а* е^ Л {мод.р\г^о а* ^^ с^ {мод. р)\ 

ибо, по положешю, X удовлетворяетъ сравнешю а^ ^е1 Л 

)1^Х .0^- Р)- ^^^ сокращая сравнеше а^^а^ {мод.^р) наа\ нахо- 

'} п / ^^''4 |димъ о^ ^ ^(^м<^(?^^^» что, по 43-й теорем*, цредполагаетъ дЬ- 

' /Улимость * — X на а равнымъ п, находихъ х — X »ап и сл*д. 

а;=Х-ьал. 

Итанъ, числа, удовлетворя1|^Щ1я сравнешю аГ^Л {мод. р% 
определяются форзкулою а;=Хч-ап,- гдЪ п какое нибудь число. 

Но эта Форкула при значеркхъ п, сравниинхъ по модулю ^^^ * 
даетъ числа сравнимня мехду собою по модулю 1) — 1, и обрат- 
но, при двухъ значешахъ.п,ресравннипх^помодулю^^^5Яна* 

четя Х-4-ап будутъ также несравнимы. Въ этомъ мы убеж- 
даемся, зам^тинъ, что сравкен1е X -н ап ^е Хч-о»' {мод. р — 1 ), 
по уничтожен1и X и сокращеши а въ обЬтъ частяхъ сравне- 
Н1я и модуле, приводится къ сл^^дующему 






— 111 — 






Но ПО модулю ^ — всЬ числа сравнима съ однимъ ивъ 
сл'Ьдующихъ 

• о 1 2, ^^-^-1 

VI, А, ^ . . . . ) ^ 1, 

которы^Ё несраваикы между собою; слйд. всЬ числа, опредЪ» 

ляемыя формулю х«Хч-^ая, будутъ сравнимо по модулю р^1 
съ однймъ изъ чиселъ 

А, Хч-а, Х-ь2а, , Хн-а ^ 1 У? 

оиш же они другъ съ другомъ будутъ несравнимы. А потому 
вс^ чибла вида Х-^ап, или^ что одво и тоже, удовлетворяющхд 
сравневш с^^Л (мод. р\ опред'Ьлатся сравнешями 



X 



= X, ж = Х-*-а, X = Х-ь2а, ...,« — Х-*-а ( 1 ) (мод. р — 1), 



И эти сраввен1я ве% различии между собою; ютвуда и сл'Ьдуетъ 
предложенная нами теорема. 

Тавъ, зам-Ьчая, что сравненш 2*^13 {мод. 17)удовлетво- 
рдетъ п^=6у наименьшее же число, удовлетворяющее сравне- 
нш 2^^1 (мод. 17), есть 8, мы. заялючаемъ, что сравнев1е 

2*^13 {мод. 17) имЪетъ — §— > или 2 р^^ш.ен]я, который еуть 

• л = 6, х~ 6-4-8 {мод. 16). 

§ Зв. На основанш доказанной нами теоремы, число рФ- 
пгетй сравнен1я а^^А {мод. р\ въ случай его возможности, 
определяется числомъ рЪшетй еравнешя а^^в! {мод. р). 
Теперь мы раэемотримъ особенно тотъ случай, когда сравнете 
а* ^ 1 {мод. р) им^етъ одно рЪшеше, и сл-Ьд. наименьшее чи- 
сло, удовлетворяющее сравнешю .о* :^ 1 {мод. р)^ есть р — 1. 
Въ этомъ случа^^, число а получаетъ назвшие пбрвообразнаго 
корня числа р я €Р^ ^ Л {мод. р) особенно зам^^чательно по 
своимъ приложешямъ. Этимъ сравнешемъ мы теперь и зай- 
мемся. Относительно его мы досажемъ следующую теорему: 
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45. Теорема. Бели а есть первообразный корень числа р^ 
и Л не дгьлится на р1 то сравненге а^^^А (мод. р) имгьеть 
,рдно ргьгивте. 

Доказательство. Въ самомъ д'Ьл']^, по свойств'у первообраз- 
наго корня а, наименьшее чндло, удовлетворяющее сра^нешю 
а*^1 (мод. р), есть р^1. Но, въ этомъ случи*, по предыду- 
щей теореме, сра&неше- а^щЛ (мод.р) иле нмЪетъ одно р*- 
шеше, «пли не ин^^етъ ни одного. Докажемъ же, что последнее ' 
не ^^о&еиъ пм.^тъ м']^ста при Л нед'Ьлящецся яе^р. Для этаго 
допустивъ, что сравнеше а^^Л (мод. р), не им-Ьетъ р4шен1я, 
мы зам'Ьчаёиъ, что Л, не^ будучи кратныыъ р^ при д^ленш на 
р даетъ ,въ остатки одно изъ часеяъ 

1,2: ,^>-1, 

и сл^д; съ однимъ нзъ этих^ чиселъ будетъ сравв]^мо по мо- 
дулю р.. Пусть это число будетъ г. ТЯмЬй Д^«г (мод. р)^ мы 
изъ сравневхял^^Х (мод. р) выведемъ а^^г (мод. р)^ кото- 
рое не будетъ им'Ьть р^&швн1Я: ибо, поположешю, реим'Ьетъего 
<;равненГе а*^^. {мод. р). Но такъ «акъ а число простое съ|), 

то а^, а.', а\ ,0?-"- не д*лятся на^», и слЬд. каждое изъ нихъ 

по модулю р сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 

1,2,3,....,^р--1. . 

\ Откуда сл4дуетъ, что вс4 ^р — 1 чиселъ О, 1, 2, ^рт-2 

удовлетворяютъ какому либо дзъ р — 1 сравн^п1й 

а^=1, а"^~2, а^^^З, , а^^р—! (мод. р). ' * 

Но такъ какъ одно* изъ нихъ есть й^^г (мод. р\ которое 

не имйетъ р4шешя, то всЬ р — 1 чиселъ О, 1, 2, , р — 2 

должны удовлетворять остальнцмъ р — 2 сравяев1ямъ, и сл^д. 
по крайней мЬрЬ одному изъ нижъ удовлетворяютъ два числа 

изъ ряда О, 1, 2, ,р — 2, что невозможно: ибо это предпо- 

лагаетъ въ этомъ сравиеши два р'Ьшешя. Итакъ, нельзя до- 
цустить, чтобы сравнен1е а^^Л (мод.р) при ^,,нед'Ьдящемся 
на р, не имФло р'Ёшен1я, а это п сл']^довало доказать. 

На основанхи этой теоремы мы заключаемъ, что если а есть 
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первообразный корень числа р, то джя всякаго числа Л^ недЪ- 
лящагося на ^>,. сравнен!е . а* ^=-4 (мод. р) будетъ имЬть одно 
рЪшен1е, и сл'бд. будетъ удовлетворяться однимъ числомъ нень- 
шиыъ р — 1 л не неньшимъ нуля« Такое число навываютъ ука- 
зателемъ^ ^исла Л\ первообравный же корень а долучаетъ въ 
этоз1Ъ ел уча* назван1в основангя указателей. Итакъ, число х ' 
' будетъ укавателвнъ числа А, по основ4Н1ю а, если х^ будучи 
меньше р — 1 и не меньше О, удовлетворяетъсравнен1Ю(1*^-А 
\мод, рХ п въ этомъ случа-Ь мн будемъ писать такъ 

X = Ь1С[, Л. 

По сказанному нами мы найдемъ 1пЛ. Л, р^^шая сравнен1е 
а^^А (мод. р) и выбирая между числами, удовлетворяющими 
ему то, которое меньше 1> — 1 и не меньше нуля. Такъ, при.од- 
нихъ и тЁхъ же мрдулЪ р и основан1и а мы найдемъ одну ве- 
личину для указателя какого либо числа А^ нед^лящагося на 
р. Обратно зная, что 1пй. А=х, мы для опредФлешя числа А 
• будемт? им'Ьть сравнеше а'^А (люд. р). Но этймъ не опре- 
деляется виолн-Ь число А; этому сравпешю удовлетворяютъ. 
ВС* числа, сравнимня съ А по модулю р, и сл^д. вс* они ит^-^ 
ютъ одинъ л тотъ же указатель. Итакъ, зная указатель А^ мн 
будемъ знать тоЛько число, съ которымъ А сравнпмо по мо- 
дулю р. Это число определяется сравненхемъ А^^а^ (мод. р)у 
при х=1п(1 А. Пояснимъ это прим4ромъ. Пусть будетъ ^»=7. 
Такъ какъ сравнен1ю 3^^^1 (мод. 7) не удовлетворяютъ числа 
1, 2, 3, 4, 5, ')11^ то 3 есть первообразный ?оренъ числа 7. При- 
мемъ же его за основаше и ва]^демъ указателей 1, 2, 3, 4, 5, 
которые будутъ также указателями зсёхъ чисел ъ, сравнпмыхъ 
съ 1, 2, 3, 4, 5, 6, по модулю 7. 

Чтобы набти указателя 1, мы* должны решить сравнеше 
3^^ 1 (мод. 7). Но ему, очевидно, удовлетворяютъ О; сл^д., 

Тпа. 1=0. 

Не трудно уб-Ьдиться, что и всегда указатель 1 есть 0: ибо 
сравнешю а*Е^1 (мод. р) всегда удозлетворяетъ ж=0. 

Чтобы найти указателей 2, 3, 4, 5, 6, мы должны решить 
сравнвН1Я 3'=2, З'^З, 3^ 4, 3'-^5, З'~6 (мод. 7), я ме- 

Чвб11Ше1^ъ. Теор1я сравн. 8 
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акду чисдани, ему удовлетворяющими, найти т^, воторыя мень* 
ше 7-- 1 и не меньше 0; а это приводится бъ тому, ^тобн най- 
ти, Еоторое изъ чиеелъ 3', 3^ 3^ 3^ 3* сравнимо съ 2, 3, 4, 5, 
6 по модулю 7. Но тавъ вавъ дти числа равны 

3^ 9, 27, 81, 243, 

И остатки отъ Д'Ьлешя ихъ на 7 суть 

3, 2, 6, 4, 5; 

ТО мы завлючаемъ, что 

' * З'^З, 32е^2, 33 = 6, 3* = 4, 35 = 5 (лод. 7), 

Сл'Ьд. 

■ 1«сГ. 3=1, 1псГ. 2=2, 1жГ. 6==3, 1п^. 4=4, Iп(^Г. 5=6. 

Отсюда ДЛЯ опред'&лен1я указателей чиеелъ 1, 2,,3, 4, 5, 6, 
по модулю 7, и основашю 3, выходитъ такая таблица 

1пс[, 1=0, 1п^, 3=1, 1пд1^, 5=6, 
1жГ. 2=2, 1п€^. 4=4, 1пс[. 6=3. 

По этой таблиц:^ мы находимъ указателей всяваго числа Л^ 
йростаго съ 7, замечая, что такое число будетъ сравнимо по 
модулю 7 съ однимъ изъ чиеелъ 1, 2, 3, 4, 5, 6 и, сл^^д., съ 
этимъ числомъ им'Ьетъ одного указателя. Такъ, для опред'Ьле- 
шя указателей 20 и — 18, мы находимъ, что по модулю 7 эти 
числа сравнщ1Ы съ 6 и 3. Откуда сл^дуетъ 

1пс[. 20=1п(?. 6=3, 1п(Г.— 18=1псГ. 3=1. 

Для опред^ешя чиеелъ по данному указателю мы преды- 
дущую таблицу расположимъ тавъ: 

0=ГлсГ. 1, 2=1псГ. 2, 4=1псГ. 4, 
1=1пс[. 3, 3==1п(?. 6, 5=1мбГ, б. 

По ЭТОЙ таблиц'Ь мы найдемъ, какое изъ чиеелъ 1, 2, 3, 4, 5 
им^тъ данный указатель. Тавъ найдемъ, что указатель 3 при- 
надлежитъ числу 6. Откуда завлючаемъ, что вс1 числа, им^ю- 
пця указателемъ 3, по модулю 7 и основанш 3, сравнимы съ 6 
по модулю 7. ' 

Изъ сказаннаго нами видно, что соетавлете таблицъ указа? 
телей нб представляетъ никакихъ затруднетй, когда найдены 
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первообразные ворнп. Но вакъ найти дхъ — мы локажемъ впо- 
• ч^зЪдствш. Теперь яге мы займемся изложен1емъ своЯствъ ука- 
зателей, на осяоваши которыхъ таблицы ихъ могутъбытьупо 
требляемы съ чрезвычайной^ выгодою при р1'1шен1и многих?» 
вопросовъ Теор1и чиселъ. Въ кон1]ф этой книги помещены таб- 
лицы указателей для модулей меньшихъ 200. Он'Ь 'заимствовав 
,ны нами изъ лекцШ Алгебричесваго и Трансц€|ндентнаго Ана- 

• 

лиз^ Г-на Академика Остроградскаго. Таблицы подъ буквою 
/ служатъ для опред'Ьлешя указателей по данному числу; таб- 
липы же подъ буквою ^ по данному указателю служатъ для 
опред'Ёлен1я чиселъ. Въ т^хъ и другихъ таблицах^ данное 
(будетъ ли это указатель или число) разбивается на десятки и 
единицы; единицы находятся въ верхней строке, десятви въ 
крайней л']^вой; искомое же находится на одной вертикальной 
<^ъ единицами и на. одной горизонтальной съ десятвами. 

. Такъ, чтобы найти указателя 167 по модулю 193, мы въ 
таблиц-Ь подъ буквою I для модуля 193 ищемъ въ верхней 
строк* 7, а въ крайней сл4ва 16; число же на одной горизон- 
тальной съ 16 и на одной вертикальной съ 7 есть 101; это п 
есть искомый указатель 167. Обратно, желая опред']^лить при 
ггомъ же модул*]^ и основатй, как1я числа имЪютъ увазателемъ 
101, мы въ таблиц* подъ буквою N въ веруней строк* ищемъ 
1, въ крайней 10; соотв'Ьтртвугощее пмъ число въ таблиц* 167. 
Откуда завлючаемъ, что числа, пм*ющ1я увазателемъ 101, срав- 
нимы съ 167 по модулю 193. 

^ 

§ 37. Займемся теперь изсл*дован1емъ свовртвъ указателей, 
на которыхъ основывается употреблен1е пхъ таблицъ. 

ч 

46. '1еорема. При модулть р указатель проьсзведешя мь' 
шолькихъ чиселъ сравнимъ С1^ суммою ихь указателей по мо* 
дулю р — 1. 

Доказательство, Пусть будетъ -4, Б, С,.... даняия ']исла и 
^, г\ г",.... пхъ указатели по модулю р п. основаи1ю а; по свой- 
ству указателей будетъ а^ = А, с^'^В] а*"^С, (мод.р) 

Перемножая эти сравнешя между собою, пайдемь 
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я*^*"*"' "^"■' . АВГ...... (мод.р). 

Но если / есть указатель ЛВС,..., то а ^: ЛВС... {мод. р} 
Иаъэтогоаесравнешяипредыдущаго пнходвтъ а*"*^ """^ ■■■' 
=;.а (мод. р), что, по совращеша ва а , даетъ 

а —1 (мод р). 

ЙтаЕъ, число »-н*'-нг" -1- .... — / удоплетвораегь сравнедЬ' 
а'=1 (мод.р), а это, по теоренЪ 43-й, предполагаетъ, что эт<> 
число есть вратноенаиавньшагочпс1а, удовлетворяющагосрав- 
нетю 0*^1 {л«?. ^)), которое, по свойству первообразныхъ 
ворвеЯ, естьр — I. Сл-Ьд., разность »-1-»'-1-г"н-,... — / д-Ьлвтсяна. 
р — 1, а это выражается сравнен1е11ъ 

1^1+»'+»"-»- (мод. р — 1), 

что и ел^овало доказать. 

Танъ, по модулю 199иоснован1ю127,находпмъ 1п<?2=194т 
/ий- 5=6, 1п<1. 19=11, следовательно Ш. 2. 5. 19^194 -)-(ч 
-•-11 (мод. 198), или 1»^. 190 = 211 (мод. 198). 

Замечая, что число меньшее 198 и сравнимое съ 211 иомо- 
ду.^ю 193 есть 13, мы таключаеиъ,- что 1п^. 190 = 13. Такъ 
мы нокеиъ всегда ваПтп указателя составпаго числа, зная ува- 
затедей оростыхъ чиселъ, входящпхъ въ составъ его. 

На основвнСа доказанвоб палн теорекы ми заключаенъ, <|Т1> 
указатель стегепя сравиимъ по модулю р — I съ иропзпеде- 
в1еиъ показателя степени на указателя корня. Въсамомъ д^1.. 
мв нашли, что 

1п<Т. ЛВС.....^ 1пё[. Л-*-1п'Г. В-н/и^. С (мод. р—\). 

Преднатагая зд'Ьсь Л=В=С='... и вазивая п число чи- 

1Ъ А, Д С, , ин паходимъ 

Ы. Л''7^п. 1шТ. Л (мод. р-1). 

Гавъ, примодул'й199находпиъ 7«*?.2';^3 1п(Т, 2 |'.чоА198). 
Ыа. 2 есть 194. СлЪх.1п(1. 2'е=5 1114*:г 582 (жоД 198). 

17. Теорема. Ест х цОоч-ютверясть сравнепш Лх'^^^В 
д. р), гдп АиВ чн(ма, недгълишмся на р, ир число простое. 
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ч 

' то указатель х удовлетворяетъ сравненгю п, 1пЛ, х ^ 1пЛ. В 
— 1пс[. А {мод, р — 1 ). . 

Доказательство. Тавъ накъ два числа, сравнимыя по но* 
дулю ^), лжЬють одного указателя при томъ же модул^Ь, то изъ 
<*равнен1Я Лх^^еВ {мод, р) внходитъ 1пс[. Ах^^1пЛ. В. 

Но, по прещдущей теоремЬ, 7пеГ. А^x?^ по модулю р — 1 срав- 
нинъ съ 1пЛ. А-^ТпЛ. х^^ а /псГ. х^ сравнима съ п 1пЛ. х: слЬ- 
;|,овательно, 1пс[. А-^п ЬгЛ, х^^1пЛ. В {мод. р — 1; откуда вн- 
ходитъ • 

п. 1пеГ. а; = 7псГ. В—1п^, А (мод. р — 1), 

ЧТО И сл-Ьдовало доказать. 

На основанш этой теоремп, легко р'Ьтаются вс1^ ср«1внешя 
видд Ах^ ^ В (мод. р) при р простомъ и ^. и Б нед'Ьлащихся 
на р. Сюда относятся сравнешя первой степени, сравнеша вто- 
рой степени вида x^ч:I1^ {мод.р) и веб сравнен1я двухчленная. 

Начнемъ съ приложепгя этой теореиы въ сравнешяиъ пер- 
БОй степени. Если данное сравнен1е есть Ах^В {мод. р\ то, 
на основаши предыдущей теоремы, найдемъ 

1пЛ, гс.^ХпсГ. В—1пЛ. А {мод. р— 1). 

Замечая, что 1п^. х не можегъ быть менЬе О и бол4е р — 2 
мы изъ. этого сравнее1я найдемъ его величину, опред'Ьляя наи- 
меньшее положительное число, сравнимое съ 1псГ. В — 1пЛ. А 
по модулю!) — Ь Найдя указателя гг, мы по таблиц'Ь найдемъ 
число, съ Боторымъ X сравнимо по модулю ^7: это и будетъ 
иСЕОмое рЪпген1е. 

Та&ъ, для р'Ьшен1я сравношя 

10с = 9 {мод. 11) 

находимъ 1п€[. х^1пЛ. 9— /пбГ. Ю {мод, 10). Но изъ таблицъ 
указателей видимъ, что /псС 9—6, /мД". 10—5; 
<)твуда выходить 

1п^. X = 6—5 ~ 1 (мод. 10), 

и, сл^^довательио, 1пс[. а; = 1. Но ТпЛ. х = I соотз4тствуетъ 
д?=2, сл^^д., ж^2 {мод. И). 
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Для р'Ьшетя сравнешя x'^^^ (мод.р), ин изъ предыдущей 
теорез1Ы выводимъ 2 1пЛ. х^1пЛ. ^ (мод.р — 1). 

Предполагая зд']Ьсь р числомъ нечетнымъ, мы зам'Ьчаемъ^ 
что ковффищентъ искомаго 1пЛ. х и модуль та^жугь общимъ 
наибольшимъ д^ълителемъ 2. Изъ этого, до теореме 18-й, мыза- 
ключаемъ, что сравненхе и сл4д. а?- е^ ^ (мод. р) не имйють 
рЪшен1я, если 1пЛ. ^ не Холится на 2. Въ нротивномъ случае . 
но теоремЬ 19'й, еравнеше 2 [пЛ х^1пс[. ^ (мод.р—1) б)- 
деть им-бть два р'Ьшен1Я и, сл'Ьд., найдется два числа въ ряду 
О, 1, 2, . . . , 1>— 2, ему удевлетворяющ1я. Эти числа будутъзна- 
чен1я 1пЛ. о? и по нимъ мн найдемъ два р%шен1я сравеешя 
x^^^ (мод. р). 

Для прим'1ра возьмемъ еравнеше я;^^ 10 (мод. 101). Р:Ь- 
шен1е его приведется еъ сравнен1Ю 2 1пс^. х ^е 1пс[. 10 
(мод. 100). . • 

Но по таблвцамъ находимъ /псГ. 10=25,что на 2 нед1и[итсяу 
сл^Ьд. это еравнеше не им4е1'ъ р^^шешя: ДМствительно, опре- 

д^яя значеше (то^), находимъ 

\ш)^\ш)\ш)^'^\т)^^\т) 

что обнаруживаетъ невозможность сравнешя ^'^ 10 (мод. 101)» 

Для другаго примера возьмемъ еравнеше я;^ ^ Ъ0(модЛ01). 
Р^шеше этого сравнешя приводится къ такому 2 1пЛ. х ^ 1пс[. 30 
(мод. 106). 

Но ЫЛ. 30 есть 80, число четное. Сл'Ьд., это сравн1вшв 
имФетъ решете. 

Р'Ьшая еравнеше 

2 1пЛ. х — ВО (мод. 106), 

МЫ находимъ, что наименьпия числа, ему удовлетворяющ1Я, суть 
40 и 93. Сл4д., 1пс[. а?=40, 1пЛ я?=93. 

Но эти показатели соотвФтствуютъ чиеламъ 64 и 43. СлЪд., 
Р'6шен1я сравнен1Я х* ^ 30 (мод. 107) суть 

X ='б4, X ": 43 (мод. 107). 
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Обращаенся теперь въ р^шешю двучденныхъ сравнешй х^'^=В 

РЬшеше этого сравнен1Я, по предыдущей теореи'Ь, приво- 
дится къ следующему 

п. 1п^. х'=1п^, в {мод. р — 1). 

По теореме 18-ой, это сравнеше будетъ невозиожно, если 
общ1й наибольппй д^итель чиселъ п и р — 1 не дЪлитъ 1пс[, Д 
сл-Ьд., въ этомъ случае, сравнен1е х^^В (мод. р) не имЬетъ 
р%шен1Я. Если хе обпцй наибольппй делитель п и р — 1 есть 
о, и о ^Ьлить 1пЛ. Б, то сравн(еше 

л. 1»сГ, X = 7псГ. В (мод, р — 1), 

ПО теореме 19'й, и]гЬетъ о р^шешй. Откуда выходить ск> раз- 
личннхъ значенШ 1пЛ. х^ и сл'Ьд. (>> рЪшешй сравнешя х^^В 
{мод. р)\ все это подтверждаетъ намъ 38-ю теорему, но кото- 
рой сравнеше х^^В (мод. р) или не имФетъ р^шешя, или им^^- 
етъ ихъ столько, свольБо единицъ въ общемъ наибольшемъ дЪ- 
лител* чиселъ п и р — 1. 

Для примера, возьмемъ сравнеше х^^^П (мод. 127). Для 
р^^шешя этого сравнешя выводимъ 

12 1п€[. х = 1пЛ. 17 (мод. 126). 

Находя для величины 1псГ. 17 число 118, которое не Д'Ь- 
лится на 6, общаго наибольшаго делителя 12 и 126, мы за- 
ключаемъ. что сравнеше 12 1пЛ. х^1пЛ. 17 (мод. 126), и, 
сл^д., сравнеше ** 

а;*2^17 (мод. 127) 

не им^етъ рЪшенгя. 

Для другаго прим'Ёра, возьмемъ сравнеше о;" ^ 38 (мод. 127). 
Изъ этого сравнешя внходитъ 12 1пЛ. х^1пЛ. 38 (мод. 126), 
или 12 1пЛ. д; = 60 (мод. 126). 

Зд'&Ф 60 д^Ьлится на 6, обпцй наибольппй дЪлитель чиселъ 
12 и 126. Сл^д., это сравнеше нмФетъ 6 рЪшешй; эти р'Ьше- 
шя мы найдемъ по 19-й теореме, сокращая въ предадущемъ 
сравненш модуль и рб^ части на 6. Это даетъ намъ 2 1пЛ. х 
= 10 (жоЛ 21). 
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Р^пал это сравнеи1е, кы находнмъ, что. иажневьшее число, 
ену удовдетворяющее, есть 5- Откуда для рйшен1я сраввеви 
12 1«Л ж^бО (мод. 126) выходить 

/п*. х = Ъ, ХпЛ. 1-^26, 7д(Г, х = 4,1,\ , ^ 
М.х = т, Ш.х = в9, Ш.хшШ.{ ^'^- ^26)' 

Иаъ этЕхь хе сравноа1й слЪлук>7ь тат 6 звачешй ТпЛ. х 

6, 26, 47, 68, 69, 110. 
Но этинъ увавателянъ соотв'Ътетвулгъ числа 

6Б, 30, 98, 62, 97, 85. 
СхЬц., р1ш1ев|я сравневт х'^ее^ 17 (мод. 127) суть 
а! = вБ, х = дО, ж = 92, я: = 62, я;^97; ж = 3б (мод. 126). 

§ 38. Переходинъ теверь къ опредйлетю вервообразввхъ 
корней в довахенъ, что вслЕое число а простое сър я нру- 
доыетворяющее сравневйиъ 

р— 1 у— 1 р— 1 

а * = 1, а ^ = 1, а '^ н; 1, . . . . (*оа. р), 

гдЪ а, Р,Т) сутг. прости чвсла, входащ1я въ составь р — 1. ' 

есть первообразный корень числа р. 

Мн видели, что а будетъ первообразнанъ Борвемъ чтю&р, 
еслв сравнеше о'^! (мод. р) не удовлетворяется числомъ , 
итыаянър — 1. Поквжемъ же, что это будетъ ин^ть н^ютовъ 
сдЪланввхъ вакв предполовешяхъ. Для этого га допустикъ 
противное а обваруашиъ весообразность его. 

Еслв сраввев1е о*^ I(л•ой.^I) удовлетворяется прва:<^)—1, 
то, во теоренЪ 42-й, удовлетворяется сраввев1е а*' ^ 1 (яюд.р), 
ГДЕ ш обшдй навбольш1й делитель чисель .;| — 1 н х, и слЬд. 
■■ 1еньше р — 1. Поэтому, дробь ^ — врнведетса въ цблому 

1у, нревосходящеиу 1. Но въ составь этого чвсла ыогутъ 

чвть толыо числа о^, Р, т> входяпця въ составь р—1; 

дов , одно ивъ чисель а, Р, ^1 дЬлнтъ частное — -. 
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Пусть же это будетъ р и частное отъ д'Ьлен1я ^ н • р пусть 
будегъ с;. ИвгЬя ^- *= с;, мы выводим!. 

1>-1 

На осповаши же этого уравнеша, мы изъ сравненхя а^ ^ 1 
{мод.р)у возводя об!; части его въ степень д, находимъ. 

а Р = 1 (мод. р), 

ЧТО противно положешю. 

Итакъ, сравнеше а^^ 1 (мод.р) не можетъ удовлетворяться 
иригг <р — 1, а потому а есть первообразный корень числа |>, 
что и сл'Ьдовало доказать. 

На основаши этого, не трудно доказать следующую теорему: 

48. Теорема. Если для а невозможны еравненгя х^^а, 

х^^а, х^^а^ (мод. р\ гдгь а, Р, у, суть простыл 

числа^ входящгя въ составь р — 1, то а есть первообразный ко 
рень. Въ противномъ случап а не есть п&рвообразный корень. 

Доказательство. По теоремЬ 38-й, отсутствхе р'Ьшенхй въ 

сравнен1яхъ х^^=а, х^^^а, х'^^^а^ (^^од.р), гд* а, Р, у, 

суть делители р — 1, предполагаеть, что сравнен1я 

Р—^ 2—1 Р--Л 
а * ~1, а ^ =1, а ^ ~1, (мод. р) 

не им'Ьютъ р^Ьшен1Я, а въ этомъ случае, вакъ доказали, число 
а есть первообразный корень числа р. 

Напротипъ того, если какое нибудь изъ сравнешй 

ж* = а, «Р = а, ж^ = а, (мод, р) 

удовлетворяется, то им^^етъ м']^сто одно изъ сравнешй 

р — 1 > 1 Р^}: ' 
а * сУЛуа'^ =1^1, а ^ ^^1,....(мод. р)у 
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ш, сЛ^ чшио а ве есть жеркообразвий жаревам 



§ 39. На освоваяш этой теоревв, жт шиЬк ве& 

ръ риу 1, 2, 3, , ^I — 1, жоторвя не суть 

корвш. По држазанвокваштеораА,ес1Н а не еетънервоо^аз- 

ВИЙ юреиы^, то иное ннбтдь в» сраввевЦ а!^=а,^^=а, 

х^^а^ {мод. р) шяЛегь рЬвюше, а это ни тзввенъ по- 
тону, чю одво в» сравнен]й 



удовлетворяете!, СлАд^ число а, не будучи первооС^азншгькор- 
ненъу 6ум,егъ сравнвно по ноду дю р съ одвинъ изъ чисап 

,2,3 , ,^^>— 1) , 

1^2^з^ ,(>'-1Л 

а потону ненду оетатвани отъ Д'Ьдени этихъ чисель на!^ най- 
дутся всЪ числа, воторня неньше ^7 и не первообразнне корни 

р. Внхинувъ не эти чисяа изъ ряда 1, 2, 3, 4, \^р — 1 нн 

иайденъ всД первообразнне ворпи, неньппе р. Что же жа- 
сается до чиседъ, которая превосходятъ р и ижЬютъ свойство 
первообразнохъ корней, они, кавъ не трудно убФдитьса, бу- 
дуть сравнинн съ первнни по нодуяю р; нн на нить не бу- 
денъ останавливаться, потону что они ничего особенпаго не 
представдяютъ и, говоря о числЪ первообразннхъ корней р, нн 
буденъ разун'Ьть только тку которые неньше р. 

Прнложинъ сказанное наип къ опредЪлешю первообразныхъ 
корней числа .13. Такъ какъ въ составъ 13 — 1 входятъ 2 п 
3, то въ ряду 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 всА числа, от- 

ЛИЧННЯ отъ 0СТаТК01)Ъ Д&1еН1Я 

12, 22, 82, 42, 52, (|2, 72, 82, 92, 10^?, 1Р, 122, 
1», 2«, 8', 4^ б=', 6^ 7», 8-', 9*, 10», 11 », 12"», 

на 13 будутъ первообразнне корни. 
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Но Д-Ьля 1^ 3^ 4*, 5^ 6^ 7^ 8^ 9*, Ю^, и», 12^ на 13, 
мн находимъ такой рядъ остатвовъ 

1, 5, 4, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1; 

д4ля же Р, 2^ 4^ 5^ 6^ ?', 8\ 10^ и*, 12' находимъ остатж» 

1, 8, 1, 12, 8, 8, б, 5, 1, 12, б, 12. 

Исключая изъ ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 чв- 

еда равння этимъ остаткаиъ, находимъ, что первообразные 

корни числа 13 суть 

2, 6, 7, п. . 

• 

§ 40. Повазаннпй нами саособъ опред'Ьлен1я первообраз- 
ннхъ корней, зам'Ьчательный т^мъ, что даетъ всЪ эти корни, 
становится почти не выполнимнмъ, когда ищутъ первообраз- 
вне корни числа довольно большаго. Въ этомъ случа'Ь, легче 
бнваетъ найти одинъ изъ первообразннхъ корней (чего для 
насъ, кавъ увидимъ, совершенно достаточно), пробуя различ- 
ння числа возводить въ степени и искать, которая изъ нихь 
сравнима съ 1 по модулю 1?, числу воторагоищемъ первообраз- 
ный корень. Если, возводя а вх степени 1, 2, 3, , мы дой- 

демъ до аГ^\ не найдя между ними числа сравнимаго съ 1 па 
модулю р, мы заключаемъ, что а есть первообразный корень 
Чвсла р. Если же мы найдемъ, что 0*^1 (мод. р\ гдЪ ю, мень- 
ше |? — 1, то мы убедимся, что а непервообрязный корень. Вь 
этомъ случае, мы будемъ искать число, котораго наименьшя 
степень, сравнимая съ единицею по модулю р^ превосходила 
бы п, .и тавое число мы всегда найдемъ, поступав сл'Ьдующимъ 
образомъ. 

Мы возьмемъ число изъ ряда 

1,2,3, ,1)-1, 

отличное отъ остатковъ д-блеши а\ а^, а\ а^ нар 

и станемъ искать низшую степень его, сравнимую съ едини- 
цею по модулю р. Пусть выбранное нами число будетъ Ъ и' 
низтая степень его, сравнимая съ единицею, будетъ т. Не 
трудно убедиться, что пф не будетъ ни равнымъ п, ни дЪли* 
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телемъ п: ибо, въ томъ и другомъ случа1ц число Ъ удовлетво- 
ряло бы сравн^ен{ю Ь*^ ^ 1 (мод. р), что не воззюжно по тео> 

рем4 37-й при Ь^ не,сравнимомъ съ а\ а\ , а**"^^ по мо* 

дулю р и п наименьшемъ числ*]^, удовлетворяющемъ сравнен1ю 
а"-^^1 (мод, р). Поэтому, или т будетъ больше п и, сл*д., само 
Ъ будетъ числомъ, вотораго низшая степень, сравнимая съ 
единицею, превосходитъ щ или т, будучи меньше п, въ со- 
став^^ своемъ будетъ завлю>чать множителя, нед']^лящаго п. Въ 
поол'бднеиъ случа'Ё, мы легко найдемъ по а, &, т и п число, 
котораго низшая степень, сравнимая , съ единицею, превосхо* 
дитъ п. Для этаго, мы найдемъ общаго наибольшаго д'Ьлителя 
чиселъ т и 91, и этого ;(Ьлителя разложимъ на два множителя 

-тс и с; тавъ, чтобы — п — были числа относительно другъ 

друга простыя (*); потомъ найдемъ значеяхе а^Ъ^^ или числа 
еравнимаго съ нимъ по модулю р. Такого числа низшая сте- 
пень, сравнимая, съ единицею, будетъ всегда бол'Ье п. Чтобы 
уб^Ьдиться въ этомъ, мы доважемъ, что если 

- с^оИ^Ь^^ е^=={ (мод, ^р), 
пт 

ТО ЛГдълится на — и, сл4д., низшая степень с, сравнимая съ 

единицею по модулю р, превосходитъ п: ибо тсс, будучи об- 
щимъ д^^ителемъ т и -п, гдЬ т не д:Ьлитъ п, будетъ меньше т. 

Чтобы доказать делимость N на — > гд4 с =^1, с:^а^Ь^ 

{мод, р\, мы зам'Ьчаемъ, что изъ этихъ сравнен1й, по исклю- 
чеши с, выходитъ 

а ^^Ь^^ = 1 (мод, р). 

п т 

Возводя-же это сравнеше въ степени —5—9 находимъ 



(*) Чтобн сдйхать такое разложен1е ш общаги наибольшаго д^хителд 
члсежъ ш и м, мы разюжимъ его на произведенхе простнхъ чиселъ к 
возшемъ в1 составь тс тЪ простня числа , которихъ показатели въ ш не 
ниже показателей въ »; 9ь составь хе д возьмеиъ т^ простыя числа, 
которвхъ показатели въ со не ниже, ч-^иъ въ ш. Что-же касается до 
простыхъ чиселъ, воторнхъ показатель въ т и п, и, сл'Ь. въ ш одинъ и 
«отъ-же, ны ихъ безъ различхя хожемъ взясь вь составъ тс или <;, 



— 125 — . 

ап^1, тс 5^ 1,а ^ 6-^»» ^ 1 {мод. р). 

Но мы вид'Ьли, что тип удовлетворяютъ сравненхяиъ а"^ 
1, Ъ^^1 (мод.р); вслйдстЕхе чего пред ыду пця сравнешя при* 
водятся въ 

Ъ "гё"" ^ 1, а~^=1 {мод. р). 

Этп-же сравнешя, по тооремЪ 43| дредполагаютъ. что- 

делится на т, дЬлится на п. ибо пит суть наи* 

меньш1я чесла, удбвлетворяющхя сравнешямъ а^^1, Ъ^^г 
(мод. р). Но д^лимость^^^ на т, ^^ на ш цредполагаетъ чи- 

тс с; 

ела —^5 — 5 или — 9 — т^ дълнми. А потому, число — N 

с; 1С 
должно делиться на — 5 а число— N должно делиться на — • 

Но эта делимость, при — и — простнхъ между собою, предпо- 

лагаетъ д-Ьлимость N на числа — и — > и, сл'Ьд., на пропзве- 

тп » 

деню вхъ — 9 что и имъли въ виду доказать. 

Такпмъ образомъ, числу, котораго низшая степень, срав- 
нимая съ единицею по модулю р, есть п^ гд'Ь п, меньше р — 1 ^ 
мы всегда найдемъ число, нотораго низшая степень, сравнимая 
съ единицею, будетъ превосходить п, н, сл*д., повторяя эти 
пр1емт1 достаточное число разъ, ми необходимо дойдемъ до 
числа, Еотораго низшая степень, сравнимая съ единицею по 
модулю 3?, будетъ не меньше р — 1; такое число и будетъ пер- 
вообразный корень числа р. 

Для прим4ра, опред-Ьлпмъ по этому рособу первообразннй 
корень числа 17. Испытываемъ, не есть ли 2 первообразный 

корееь его. Для этого, д'Ьлпмъ 2, 2^, 2', 2*, 2', 2^ 2^•2^ на 

17; въ остатк* отъ этпхъ д'ЬленШ находимъ 

1,2, 8, 16 15, 13, 9, 1, 

Дойдя ДО остатка 1, который получаемъ при д'&1снш 2^ на 



•4 
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17, мы ованчиваемъ д'Ьдеше и завлючаеиь, что 2 не есть пер- 
вообразный корень. Посл'Ь того беремъ другое число меньшее 
17 и незавлючающееся между остатками 1, 2, 8, 16^ 15, 13, 9 
и пробуемъ, не есть-ли оно первообразный ворень. Наимень- 
шее изъ этихъ чиселъ есть 3; его мп и беремъ для испнтатя. 
Д*ля 3, 3^, 3^ 3*, а*^ 3*, В\ 3^ 3^ 3^3»^ 3^^ 3", 3", на 
17 и не находя въ остатке 1, мы заключаемъ, что 3 есть пер- 
вообразный ворень 17. 

Для другаго примера, возьмемъ чцсло 73 и найдемъ его 
первообразный корень. Начнемъ испыташя съ 2, какъ числа 
простМшаго. Д4ля числа, 2, 2^ 2^ 2*, 2*, 2^ 2\ 2^....,..,, на 
73, мы найдемъ въ остатв-Ь 17. 

Для другаго прим'Ьра, возьмемъ число 73 и найдемъ его 
первообразный корень. Начнемъ вспытан1я съ 2, кавъ числа 

нростЬйшаго. Д'Ьля числа 2, 2^ 2^ 2\ 2* 2\ 2\ 2^ на 73, 

:мы найдемъ въ, остатке 

2, 4, 8, 16, 82, 64, бб, 37 1, 

Отвуда видимъ, что 2 удовлетворяетъ сравнешю 

2^ ^ 1 (мод. 73). 

И, сл'Ьд., 2 не есть первообразный ворень. Дал'бе, замечая, что 
между остатвами 2, 4, 8, 16, .32, 65, 55, 37 н'Ьтъ числа 3, мы 
беремъ его для испытанхя. Д^Ьля числа 

8, 32, 3», 8*, 3», 3", з^ з«, з\ 3^0, з^^ 3*2, , 

на 73, находимъ въ остатке 

3, 9, 27, 8, 24, 72, 64, 46,. 65^ 49, 1 

Следовательно, 3^^^1 (мод. 73). Отвуда заключаемъ, что 3 
также не есть первообразный ворень числа 73. Но изъ 2 и 3, 
удовлетворяющйхъ сравнешямъ 2^^1, 3^*^=1 (мод. 73), мы, по 
сказанному нами, легво. составимъ число, вотораго низшая 
степень, сравнимая съ^ 1 по модулю 72, будетъ больше 12. 

Для атого, мы зам-Ьчаемъ, что общ1й наибольшЫ делитель 
9 и 12 есть 3 и это число, будучи простымъ, въ составъ 12 
входитъ въ первой степени, а въ составъ 9 во второй; поэтому 

для разложешя 3 на два ^IНожителя % я ^ тавъ, чтобы —9 — 
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били числа простыя относительно другъ друга, иы возьмеиъ 
%^ 1, С= 3. Вслйдстихе .чего 2,3^ или 54 будетъ число, кото- 
раго низшая степевь, сравни1^ая съ единицею по модулю 73, 
превзоЯдетъ 12. Опред'Ьляя остатки отъ д^лешя 

54, 542, 54», 54*, 54\ 54% 54', 54», 54'», 54^^ 54^^ 54*2, 54*3, 54'% 54*», 
54*«, 54*% 54»% 54»% 542% 542*, 542% 54»% 54»% 542% 542% 54»'. 542% 

542% 54=»% 54«% 544% 54»% 54»% 54»%- 54»« 

на 73, находимъ 

54, 69, 3, 16, 61, 9, 48, 37, 27, 71, 38, 8, 67, 41, 24, 55, 50, 72, 19, 4, 
70, 57, 12, 64, 2э, 36, 46, 2, 35, 65, 6, 32, 49, 18, 23. 1. 

Откуда заключаемъ, что Зб есть наименьшее число, удовлетво- 
ряющее сравнен1ю 54"^ ^ 1 (мод. 73). 

Продолжая искать первообразный корень 73, мн должны 
ввять число, не заключающееся между найденными нами остат- 
ками отъ д&[ен1я степеней 54 на 73. Наименьшее изъ этихъ 
чиселъ есть 5; его то мы и будемъ испытывать. Возводя 5 
во веЬ степени до 72-й, мн не находимъ числа, сравнимаго съ 
1 по модулю 73. Сл'Ьдов., наименьшее число, удовлетворящее 
сравненш 

. 5^ = 1 (мод, 73), ' 

есть 72; откуда заключаемъ, что 5 есть первообразный корень 73. 
Тавимъ образомъ, мы найдемъ одинъ изъ первообразныхъ 
корней всякаго простаго числа. Но, когда ивв'бстенъ одинъ 
первообразный корень числа р, то мы легко найдемъ вс^ дру- 
Т1е. Въ самомъ Д'ЬлЪ, пусть будетъ а найденный нами перво- 
образный корень числа р^ и а, Р, у, различный простыя 

числа, в'ходящ1я въ составъ р — 1. Если Л есть первообраз- 
ный корень, то, по теорем'Ь 48-й, сравнешя 

х^ ^^ Л^аг ^ /I, X ^=1 Ау (мод, р) ^ 

не долхны им1>ть р{1шен1я. Но изъ этихъ сравненШ выходить 

а 1М. X = 1пй, А, р 1псГ. х ^ 1пй, А, у 1п^, х ^ 1пЛ, А.,,, (мод. р — ^1), 

а такъ какъ а, р, у суть простыя числа, входящ1я въ со- 
ставъ р — 1, то услов1е невозможности ихъ заключается въ не- 
делимости 1пд[. А на а, р, •^, или, что, одно и то же, не 
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ВОЗМОЖНОСТЬ 0хъ условливается т^нъ, что М. А чвсло про- 
стое съ ^р — 1. Но если за основаше ' указателей мы предпо- 
ложимъ приндтнмъ 'взв^^стннй намъ первообразный корень а, по* 

Отву^а слФдуетъ, что число, которое есть первообразный ко- 
рень р^ будетъ сравнимо по модулю р съ а, возведеннымъ въ 
степень . простую съ> — 1 . 

Тавъ, всЪ первообразные корни числа 17, по найденному 
нами, 3 онред'Ьлатся сравнен1дми 

а==3, х=:Ъ% а?^3\ жЗ^ж^З», ж=3", .«=3»», ж^З** {мод. 17); 

откуда сдйдуетъ, что первообразные корни 17 суть 

3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6. 

§ 41. На основащи сказаннаго нами, мы замЪчаемъ, чтовъ 

ряду 1, 2, , р—\ наход1цгся столько первообразныхъ корней 

р^ сколько чиселъ меньшихъ р— 1 и простыхъ о,ъ р — 1, 

Не трудно также вывести это непосредственно изъ свой- 
ствъ первообраз&ых'ь корней, показанныхъ нами въ § 33. Что* 

бы найти въ^ряд; 1, 2, 3, \р—1 вс^ первообразные корни 

числа р, намъ стоитъ только выкинуть отсюда вс^ числа, ко- 
торый не могутъ быть первообразными корнами числа р. Но, 
по § 38, это приводится къ тому, чтобы зд-Ьсь ВБГкинуть всЛ 
числа^ воторыя удовлетворяютъ сравнен1ямъ 

^)— 1 р — 1 ^ р — 1 
Х^ .= 1, ж' Р ЧЕ11,х ^ =1, {мод. р\ 

гд'Ь а, р, 7, Простыл числа, входящхя въ сеставъ р — 1. 

На основаши. этого, не трудно схк^читать, сколько перво- 
образныхъ корней между числами 1, 2, .Ъу.,.^р — 1. Начнемъ 
съ простЬйшаго случая. Предположймъ, что р — 1 д-Ьлится 
только на простое число а, и сл-Ьд. р — 1=а"*. Въ этомъ слу- 

ча4, ВС* т4 изъ чиселъ 1, 2, 3, ^р — 1, которня не удо- 

р-\ 

влетвораютъ сравненш х ^ -т^\ {мод, р\ будутъ перво- 
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образные ворни. Но, по теореуЪ '35, между числами I, 2, 
3,...,1> — 1 находится ^^^ — чиселъ, удовлетворяющихъ сравне- 

шю X " ^1 {мод.р)\ сл*д.,здЬсь всЬ остальная 1>—1 — ^^^ 
суть первообразные корни р. Число яве р — 1— ^^^ приводит- 
ся Еъ (р — 1) П — — )) а это,по 12 теорем*, означаетъ, сколь- 
ко простыхъ чиселъ ^ър — 1 н мсньшихъ^) — 1,если|> — 1~а**. 

Обращаемся теперь къ тому случаю, когда р-^Х^л^ ^\ 
ГДЕ а, р различный простыя числа. Въ этомъ случае, мы пай- 
демъ всЪ первообразные корни р йежду 1, 2, 3,...,1> — 1, вы- 
кинувши отсюда числа, удовлетворяюпця сравнешямъ 

р — 1 р — 1 

Но, по 35 теореме, первому сравнешю удовлетворяетъ ^^^ 

ю— 1 

чиселъ меньшихъ р\ второму хе удовлетворяетъ ^-^ такихъ 

чиселъ. Притомъ, между этими числами, удовлетворяющими 
сравнешямъ 

р — 1 р^1 

Л " ^1, X Р Е^ 1 {мод, р)у 

будетъ ^^ однихъ и тФхъ же чиселъ, удовлетворяющихъ 
сравнешю 

р—1 

СлЪд., различдыхъ чиселъ, удовлетворяющихъ сравнешямъ 

р—1 р — 1 

X ^ ^1, ж ^Е^1 (мод. р), 

будетъ 1-?~т ^-^« ' За исключешемъ ихъ яй числа въ 

^^ а р ар 

ряду 1, 2, 3....,1> — 1 будутъ первообразные ворни, и число ихъ 

Чебышевъ. Теор1я сравв 9 



— 130 — 

Йудетъ р - 1 -^ -^ -4-^, или Ср-1)(1 -^)(1 -у) 

Но, по 12 теорем*, известно, что (р — 1) ^1 -^— ) (1 — а")^^' 

начаетъ, сколько простыхъ чиселъ съ р — 1 и меньшихъ р — 1^ 
если ^) — 1 = а'»р\ 

ПодобнБШъ образомъ, полагая ^)— 1 = а**р^7 Р — 1 *= 
дщрп^г §#^ р — 2 ^ а'^Р^^'с', и т. д., докажемъ, что между чи- 
слами 1, 2, 3, , р — 1 стольво же первообразныхъ корней, 

сколько чиселъ простпхъ съ р — 1 и меньшихъ р — 1. 

Еаждый изъ первообразныхъ корней р можетъ быть при- 
нять за основан1е при опред&кеши указателей по модулю р. 
Выгодно другихъ принимать т%, которые легче возводить въ 
степени и сл%д. определять по нпмъ указателей. Впрочемъ, 
зная указателей по одному основашю, не трудно найти ихъ но 
другому. Пусть будетъ а то основате, по которому составлена 
таблица, а Ъ основаше, по которому хотимъ вычислить указа- 
теля какого нибудь числа А. Называя указателя А по осно- 
вашю Ъ черезъ х^ для опредЪленгя х^ б^А^жь им^ть ' 

А^Ъ^ {мод, р), 

Изъ этаго сравнешя мы завлючаемъ о равенств'Ё* увазате* 
лей А ж Ъ^ по какому нибудь основашю а: Изображая этихъ 
указателей по принятому нами знакоположен1ю черезъ 1пс[. х и 
1п(1. &% мы им4емъ 

Но, по свойству увазателей, 1пс[. У^^х 1п^. Ъ^мод.р—!). 
Следовательно, 

X, 1пс[. Ъ = /п«Г. А (мод, р—1). 

Решен1емъ этого сравнен1я мы найдемъ х. 

Это сравнеше будетъ им-Ьть одно решеше: ибо, какъ вид*- 
ли, увазатель первообразнаго ворня будетъ всегда число про- 
стое съ р — 1. Решивши это сравнеш'е, мы легко найдемъ по- 
ложительное число меньше р — 1 и ему удовлетворяющее; это 
и будетъ исвомое число х, увазатель числа А при основашиб. 

Для прим-Ьра, опредйлимъ указателя числа 25 по основа- 
шю 2 и модулю 29, зная указателей при этомъ модуле по осно- 
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^)янш 10, кавъ находииъ въ нашихъ табфцахъ. Называя иско- 
мый указатель, черезъ х^ иы для опредЪлвшя его выводимъ 

X Щ, 2 = 1па, 26 (мод. 28). 

Но 1пс1>, 2 = П, 1пЛ. 25 = 8. ОлЬд., л; опред&гатса сравне- 
тежь 

11 а = 8 (мод. 28). 

РЪшая это сравнеше, находимъ 

ж = 16 (мод, 28); 

откуда для величины указателя 25 по осноЁашю 2 иолучаемъ 10. 



Г Л А В А УЫ. 
О сравнешяхъ второй степени съ двум)3[ нейзв^Ьвтныии. 

§ 42. До си^ъ поръ мы занимались сравнешями, въ «ото- 
рыхъ одна неизв^^етная; тенерь мы будемъ разсматривать срав- 
нешя съ двумя неизв^^стныни. Зам^чательн'Ьйш1я изъ нихъ и 
ин^ющ1я наибол'&е прилошешя суть сравнешя второй степени 

вида 

«2 ч- Ау^ •+- В=о (мод. р); 

ими то мы и займемся теперь. 

Относительно сравнен1й этого вида доЕажемъ следующую 
теорему: 

49. Теорема. Если р число простое и не дгьлитъ Л, то 
сравнетю х^ч-Лу^-*-Б^О (мод. р) можно всегда удовлетворить. 

Доказательство. Эта теорема очевидна для1>=2: ибо то- 
гда сравнетю х^ -♦- Лу^ -%- В ^ О (мод. р) удовлетворяетъ 
у=^О^х = В. Также очевидна она, если для какого нибудь 
значешя у суммы Лу^ н- В обращается "въ число вратное р: 
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ибо такая велгачина у вуЛстЬ съ ^ » О удовлетворяетъ срав- 
нешю д?* -*- Лу^ ч- В'== О (мод. р). 

Докажемъ же теперь возможность удовлетворить этому срав- 
нешю при ^> > 2 и Лу^ -н В неспособномъ сд'Ьлатся дблв- 
мнмъ на р. 

Въ этомъ случае, между всЬми значен1ями — Ау^ — В отъ 
2/ = Одоу=^р — 1 найдется число, которое будетъ сравнимо 
съ х^ по модулю р\ ибо невозможность сравнеша 

г 

«2 = — ^у2_^5 {мод, р) 

ври р простомъ большемъ 2 и — Ау^ — В нед&Еящемся на 
р^ кавъ вид&Еи въ 1У главЪ, предполагаетъ сравнеше 

{—Ау^ — В) ' -ь 1=0 (лод. |)), 

это, по расврнтш скобокъ, принимаётъ такой видъ 
р— 1 :р— 3 , р— 1 

±Л * уР— »=Ы ^ руР— з-1-...±Б ^ -4-1 = о (люд. р). 

• * 

Но этому сравнешю не могутъ удовлетворить вс^& |9 чиселъ 

о, 1, 2,...., р-1; 

I 

. р,-1 

ибо оно степени ^? — \иА з коеФФиц1ентъ у'^^\ состоя 
изъ произведен1Я чиселъ простнхъ съ р^ не делится на р. 
Итакъ, по крайней мЪр'Ь одно изъ чиселъ 

0,1,2, ,р-1 

не будетъ удовлетворять этому сравнен1Ю, и такое число об* 
ратитъ — Ау^ — В ъъ квадратичный вычетъ р. При такомъ же 
значеши Ау^ — Д найдется х^ удовлетворяюще сравнешю 

«2 = — Ау^ — в {мод, р), 

откуда и слЪдуетъ предложенная нами теорема. 

Изъ доказанной нами теоремы, какъ частный случай, вы- 
ходитъ, что сравнеше х^-^у^ -^1^0 {мод. р) имЪетъ рЬше* 
В1е. 
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§ 43, Остановимся на изслЪдовашн сравнешя 

«2 -н Ау^ -1-0=0 (мод. ^р) 

при 0=0. Предмртомъ нашихъ изслЪдовашй будетъ показать, 
кашя свойства им^етъ чцсдр^, для вотораго сравнеше 

х^-^Лу^^О (мод. р) 

удовлетворяется какими нибудь числами ^, у^ простыми мезкду 
собою. Возможность этого сравненк намъ поважеть^ что число 
р можетъ быть д^^телемъ числа, выражающагося Формулою 
л?* -н -4у*, гдЬ а:, у простня между собою. Въ противномъ 
случае, МП заключииъ, что числа, внражаюлцася этою форму- 
лою, не^лимы на р. Въ первомъ случае мы будемъ называть 
р дтмгипелемь квадратичной формы х^-^-Лу^.во второмъ, не- 
дгьлителемъ квадратичной формы. Мы покажемъ средства — ^по 
данной ФормЪ х^ч-Лу^ находить всё д&гатеди ея и недЪли- 
тели. Эти числа мы будемъ представлять или формулами вида. 
91}^-|-а, ГДЕ и! произвольное исБлое число, или Формулами Ёида 
аи^-^2Ъш)-^с^\ где щ « произвольння ц&шя числа, проетыя 
между собою. Первое составляетъ изсл^овашя, изв^стння 
подъ имёнемътеорш линейныхъ дщителей квадратичныхъ фармъ\ 
второе, составляетъ теор%ю квадратичныхъ дшителей квад- 
ратичныхъ формъ. 

Мы начнемъ съ теорш линейныхъ д&Еителей и докажемъ 
следующую теорему, которая служитъ основашемъ ея: 

50. Т в о р е на. Если сравненью х^-^-Лу^^О (мод. р} удо^^ 
влетворяютъ какгя нибудь числа х^ у простыл между собою^ 
то сра$ненге х^-^-А^О (мод. р1) имп>етъ ргьиленге. 

Доказательство. Въ самомъ д'ЬлЁ, если у я х^жб имея об- 
щаго мнояштелд, удовдетворяютъ сравнешю 

х^ •+• Ау^ = О (мод. р\ 

ТО у простое съ тр'. ибо, въ противномъ случай, простое число, 
делящее ум р^ делило бы о; и, сл1|д., х тоАло бы общию д6- 
литела съ у. Цо *если у простое съ р^ то можно найти такое 
число !1, которое будетъ удовлетворать сравневаю 
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уи^х (мод. р). 

Это же ср&внеше, по возведенш въ квадратъ об^^ихъ частей, 
будетъ 

что въ сововупности съ . 
даетъ 

Но это сравнёше иожетъ бнть совращено на у\ ибо, ве- 
д&ки, число у простое съ р. Такииъ образоиъ находииъ 

«*2 -ь ^. = о (мод. р), 

что и следовало довазатЁ. 

Итакъ, возможность удовлетворить сравнешю 

х^ ч- Лу^ = о (мод. р) 

числами X ш у простыми между собою предполагаетъ вожож- 
ность удовлетворить сравненш 

1*2 н- ^ = о (мод. р). 

Обратно, когда это сравнёше удовлетвораетсл, то мы всегда 
найдемъ р&шс|Н1е сравнешя 

«2 ч- Ау^ =0 (мод. р\ 

д4лая у = 1, а; =«|. 

• •■ 

На основаши доказанной нами теоремы, не трудно узнать, 
будетъ-ли данное число д^Ьлителемъ данной формы, или н^Ьтъ. 

Та&ъ, находя — 1 для величины {-Л по прхеиамъ, изло- 

женнымъ въ IV главЪ, мы. завлючаемъ, что сравнёше и^ — 3^0 
(мод. 5) не им^Ьетъ рЪшешя. Откуда, по доказанному нами слЪ- 
дуетъ, что при х лу простыхъ между собою нельзя удовлет- 
ворить сравненш 

ж» — 8у 2 = о (мод. 5), 

или, что одно и токе, обратить х^ — Ъу^ въ число кратное 5. 



— 135 — 

Также замечая, что (~--)) при р простомъ вида 4п-«-3, 

равно— 1, МП заключаемъ, что въ этомъ случа^^ сравнешеи^н- 
1^,0 {тд. 'р) не вмФетъ рЪшешя; а потому нельзя удовлет- 
ворить сравненш 

а;2-*-у2=о {мод, р) 

числами простыми мехду собою. 

Откуда сл^Ьдуетъ, что никакое простое число вида 4п -+- 3 
не будетъ дЪлителемъ чиселъ, разлагающихся на два квадрата 
простые мехду собою. 

Такъ, числа 

5 = 22-1-1, 10 = 32-1-1, 13 = 824-2», 
17 = 42 -I- 1, 26 = 42 ч- 32, 26 = 62 и- 1, 

не д]^лятся на числа 7, 11, 19, 23, вида 4п-н 3. 

Напротйвъ, замечая, что ^^^) есть -+- 1, если п простое 
число вида 4пч-1, мы заключаемъ о возможности сравнешя 

«*2^1=0 мод. р) 

для тахихъ значешй р. Отсюда сл&дуетъ возможность сравнен1я 

«2-1-^2 = (мод. р) 

н, слЪд., д^Ьлимость суммы двухъ квадратовъ на р. 

На основанш доказанной нами теоремы, |[е трудно показать 
видь простате числа ^>, которое можетъ быть д&штелемъ дан- 
ной формы х^ -н Ау\ Мы не будемъ останавливаться на сл^- 
чяЛр^2: ибо 2 всегда д4литъ я?*ч--4у^ или при ж=1, у=1, 
или о; » о у » 1. Поэтому, мы теперь будемъ предполагать р^ 
числомъ простымъ, отличнымъ отъ 2, и въ этомъ предполохе- 
ши докажемъ слЪдуюп^хя, теоремы: 

51. Т е о р е н а« Если Л простое число вида 4п-ьЗ и р не- 
метный д1ьлитель формы х^-ь-Лу^ то С^) = -ь К 

Доказательство. Если р есть д&1итель формы х^ •+- Лу*> 
то сравнете 
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иКЙвтъ р^еше; а ато, по теорекЪ 50-й, дредполагаетъ воз- 
нокноеть удовлетворять сравневио 

и'-нЛ^О (мод, р). 

Разлагая зд№ р на пр(ш8велен1в просшхъ чжялъ а, ^ -(у... 
мы, по § 30, воаиожность этого сравнвн1я внразииъ та&ъ 

(^0='.(т)='.(=г)- 

Изъ зтвхъ уравнен1В не трудно вывеетв значения свиволоиъ 

Ш-.©-'©-' 

Тавъ, для опред^^шшя перваго, ни вшодинъ, по доЕазан- 
ныкъ свойствагсь символа С^\ въ IV главЪ, что 

/ д а— 1 Л-+-1 

Но такъ какъ во предндущинъ уравнен1ямъ^'^^ равно I 
а чвсло Л, по по10хев1ю, вида 4п-*-3, то взъ этого уравнен1я 
получасогБ • 

ттпюбнпмъ образомъ впводвнъ 

Ш-.Ш- 

реивокая же дтн уравнешв мегсду собою, впводимъ 

И)И){^) -(^) = ^■■ 

[уда замечая, что л^у-.,. => р, вшводвмъ 



* 

» 



— 137 — • . 

■ 

что и следовало доказать. 

52. Теорема. Если чгссло Л простое вида4^'-^'1 ир дплить 

x^'^Ау%то[^) =(—1) ~^' гп.е. \^[) — 1, если р=4т-1-1, и 
(Я\ в — 1, если 2>=4тч-а. 

Дотзателъство, Если р есть делитель х^ч-Ау^,^ то 
И, слАд., сравнеше 

«2 -н Л= о (мод, р) 

ии^етъ рЪшеше. А это, какъ видели, предподагаетъ 

(^)=Чх)=.Ч^)-' 

ГДЕ а, р, у, суть простая числа, входящая въ составь 1>. 

На основанш свойствъ символа Г^-^ кн отсюда внведвмъ. 

значвшя(|^), (;!-), (^)......... 

Т1иеь, дли. опрвдФлевк перваго внводинъ 

Внеся сюда велиадву (-—-^^ которая по предыд^ему есть 1^ 
находииъ 

а— 1 Л-*-! 

Но А вида ^п->- 1, вфл^дствхе чего ( — 1) ' ' ' равно 

а-14»-1-2 ^=1(2п^1\ 5=1 

(-1) • ' илн(-1) ' ^''"^^'аэторавноС-!) » : 
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ибо (—1) ' ' есть 1. Поэтому, вмичнва (х) определит- 
ся тавиыъ уравнешенъ 

Подобвшгь обрааонъ внводинъ 

(л) =^-1> ~^' ^^^=<-1) ^' • ■•■■■ • 
Переиножаа же вс^ эте ;гравнени, ик^ень 

или 

гдй, аш^Ьвивъ а^ чревъ р, находниъ 

©-(-« '-^ '-^^-^ 

Но нетрудно убедиться, что ^ и 

_?г1^_Ё=1^г=1^: 

ршнятся некду собою чеслоиъ четвннъ. Въ саиоиь гМ% он * 

вид'Ьли, что р—а^-^ , а сотому ^^равно '"^ ^'~ ^> что 

оваче оредсгавитея тажъ 

-.Ц...°-=^)(.^.е^1)(...x=■) 

2 

роваа же вдФсь сео6еи и отЕндввая членя, нм^юнре мно- 
лень 2, находшъ 

а— 1 ^^ Т:^; 
р + 2 ■*'-2 -*- 
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ИтаЕъ, это чнмо съ^^ разнится тодьво чиедонъ четш11гь,а 
потому 

а-1 В-1 у^1 р-1 

(-1) 2 -^ 2 -^ 2 -< =(_1) 2 ; 

всдфдств1е чего найденное нами внражаше (4-} приводится 
въ такому 

что и следовало доказать. 

53. Теорема. Если Л простое число вида 4пн-;1 и нечет- 
ный дтьлитель формы о?—Ау^^ то (^^ =1. 

Доказателитво, Если р дЬкитъ х^ — Лу^, то 

» 
Это сравните предполагаетъ такое 

«*2 — ^1 = о (мод, р), 

а отсюда внходитъ 



Ш=^'(у) = 1'(7) = 1> 



а— 1 4—1 а — 1 4—1 



гдЪ а, р, «у...... простыя числа, входящ1Я въ составъ1>. Опре- 

д&1яа по первому изъ этихъ уравнешй значеше (^\ нахо- 
димъ 

•.(х)=(т).(=1)'^^=(-1) 

ЧТО приводится въ равенству 

потому Ч1?0 -4 = 4пч- 1, и сл4д. —^ равно четному числу 2п. 
Подобнымъ образомъ находимъ 

• • а)-.а)- '• ■ 
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Пере1Ш0хая же веб эти уравнешя иежду со(1ою, найдеиъ 
Но зд^сь произведете а^у....... равно р] ел^д. 



ш.-. • 



въ ченъ и заЕлючается предложенная- теорема. 

54. Теорема. Если Л простое число вида 4п-4-8 ир нв' 

четный дгьлитель формы х^ — Лу\ пю\л) = ( — 1) ^ т. е. * 
Г^-) = 1, еслир видаШ-^!^ и ^^) = — 1, если р вида 
4т-ь 3. 

Доказательство. ]1^Ьлижос1Ъ са^ — Лу^ на'р предпо^агаетъ 
сравнеше 

а?2 — Лу^ — О (люд. ^р), 

а эт» преднолагаетъ сравнеше •. 

и^^Л = (мод. р), ' 

И, сл^д. уравнешя 

гд^ а,р,у,. ^ простая чиела, входшЦ1я въ составъ р. Опре* 

д^ляя по этимъ травнешдм^ Г-^ Ь находньгь 

./а\ /Л\ 5=1:^» а-и-1 

И, сд4я^ . . 

(-^.)=(-1) « ; • _ . 

» 

потому ЧТО (—1) ^ * дляЛ=4пнк5 приводится къ • 
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, а— 1 а— 1 а— 1 

^ (_1) 2 2»+-^- , ^.д^ (_1) 2 ■^^^^ р^^зно 1. 
Подобяымъ образомъ накодииъ 

(|-)=(-1) ~» (^^) = (-1) V....... 

Перемножая же эти урарешя между собою, вм']^емъ 

а-1 р-1 у-1^ 



и, СЛ'^^Д., . 

Но довазываа 52-ю теорему, нашли 

■ 

поэтону предндущее уравнение даетъ 

р-1 , 



• ©-<-« 



2 
1 



ЧТО п следовало доЕазать. 

. § 44.* Н4 Ъснованш довазанныхъ нами теоремъ, не трудно 
опред']^лвть всЪ линейные делители Формъ вида х^^Ау^^ъщ 
А простомъ нечетномъ. Мы видели, что нечетные, д&лители 
такихф Формъ 011ред']^ляются или уравнешемъ 

•• • Ш='. • 

или уравнен1емъ 

смотря потому, будете ли въ форм* х^ ± Ау^ знакъ н-, или — , 
будетъ ли А вида \п -ь 3, чли 4п -+- 1, и въ иЬкоторнхъ слу- 
чаяхъ (см. 52 и 54, теоремы, будетъ ли 'искомое 2? вида4тн-1, 
или 4т-ьЗ. • . 
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Но по способу, показанному нами въ § 28-мъ, мы.легво 
найденъ всЬ числа, удовлетворяющхя уравнешю Г4-) Д= 1 и 

{л) *" — ^' Рйшенш перваго, какъ вид-Ьдй тамъ, опреде- 
ляются уравнетями 

^) = а, -н пЛ, ^р=Л8Н-п-Й,..^. р=а ^ 1 ч- пЛ, 

• — __ 

• 2 

•гдЪп произвольное число, а,, а^, )^1— 1 остатки отъ д^ле- 

•> 

Н1Я 1* 2^ . . . . , (— Г") иа -^- РЬпгешя же втораго С^) = — 1 
определяются уравнешями 

2 г 

. гд-Ь Ь,,Ь2, >Ь^1— 1 т* изъчис^лъ 1,2...., А — 1^ которня нерав* 

2 

ны а^ аз-.., а^4— 1 
' -^2- 

Теперь посмотримъ, вакимъ образомъ каждая изъ этихъ 

Формулъ можетъ служить для опред^летя чиселъ вида 4т-н1 

или 4т н- 3. ' 

Для того чтобн число р, определяемое уравнешемъ 

было вида 4т -ь 1, число п должно быть такого вида, чтобы 
сумма а-^пЛ привелась бы къ 4т -+- 1, другими словами, 
число п должно удовлетворять сравнешго ' 

а-1-я-4=1 (мод, 4), 

ИЛИ 

пЛ = 1 — а (мод, 4). 

Это сравнете всегда будетъ ЪмЬть одно решеше, петому что 
Л нечетное число; р^шая его по способу, показанному въ§ 15, 
находимъ . ' 

* — ~ ^ 

п = А (1— а) (мод. 4), 
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ПЛИ 

п=:А (1— а) (мод. 4). 

Этому сравнешю будетъ удовлетворять одно изъ чиселъ 
О, 1, 2, 3. Называя г то число, которое ему удовлетворяетъ, 
найдемъ 

г = -4 (1 — а) (мод, 4). 

Всл'Ьдств1е чего, предыдущее сравненхе приводится, къ та- 
кому 

л ^ г (мод. 4), 

отЕуда для выражешя п выходить 

п=4 гг-4-г. 

Внося же эту величину п въ уравнен1е 

р=пА'*-а, 

МЫ находимъ 

ДЛЯ выражен1я чиселъ вида 4тч-1, опред'Ёляемыхъ уравне- 
шемъ 

р=пЛ-*-а. 

Подобнымъ образомъ для чиселъ вида 4тч-3 мы найдемъ 

гдЬ Г наименьше число, сравнимое съ А (3 — а) по модулю 4. 
Такъ, изъ уравнен1я 

опред'Ёляюшаго одно изъ рЪшенШ уравнен1Я 

■ © = -. 

выводятся уравнен1я, который даютъ одни числа вида 4т-ь1, 
или 4т-ьЗ. 

Не трудно также изъ уравнен1я 

вывести другое, которое будетъ давать вм'ЬстЪ и числа вида 
4т-ь1 и числа вида 4т+3, сл']^д., вс^ нечетныя числа. Для 
этаго мы должны будемъ найти видъ числа ^, для котораво 
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сумма пЛ-^а будёть вида 2т-^1; юи, что одно и тоже, найти 
р^шеше сравнешя 

п1-на=1 (мод. 2). 

Но это сравнеще приводится къ такому 

пА = 1— а (мод, 2). 

Если а число нечетное, ему удовлетворить п=0, слЬд, 
въ этомъ случае его р4шете будетъ 

п=.0 (мод. 2); 

откуда ДЛЯ опред&[ен1я п выходить такое уравнеше 

Если же п нечетное, то ему ддовлетворитъ м=1 (ибо Л 
число нечетное), и сл-Ьд. р-Ьшеше его будеть 

Внося эти рначетя п въ уравненхе 

р=пАч-ау 

МЫ находимъ для опред&кешя нече^ыхъ чисель 

р=2Аг-\-а или 2>=2^-ьА-на, 

смотря потому будетъ ли а число четное, или нечетное. 

Поступая такимъ образомь съ каждымь изъ уравнеи1й, опре- 
д'бляющихъ р^^шен^я уравненШ 



ш='.е-)=-'. 



МЫ найдемь для внраженха нечетныхъ чиселъ,удовлетворяющихъ 

условш (^ =1,или Ц^Л = — 1, Формулы твида З^^-ьа; для 

выражен1я же однихъ чисель вида 4т+1, или 4т-+-3, мы бу-' 
демъ имЪть Формулы вида 4^Ал-^а. Этими-то Формулами на 
основан1и доказанныхъ нами теоремъ и определяются нечетные 
делители квадратичной формы х^-^Ау^. 

Покажемъ это на прим1>рахъ. Положимъ, что требуется 
найти видь нечетныхъ дйхителей квадратичной Формы а;^+19^^^ 
Замечая что 19 есть число простое и вида 4п+з, мы по 
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1 

теореме 51 заключаемъ, что для нечетвнхъ делителей этой 
Формн должно быть 



(й) - '• 



Для опред'Ёлешя чиселъ, удовлетворяющпхъ этоиу уравне- 
Н1Ю ин д^лимъ 

12, 22, 32, 42, 62, 62, 72, 82, 92 

щ19; находя въ остатв'б 

1, 4, 9, 16, 6, 17, И, 7, 5, 

мы заключаемъ, что^), удовлетворяющее уравненш Г^) =« 1, 
должно представиться вакою либо изъ формулъ 

19п-н1, 19П-1-4, 19м-1-9, 19п-ь16, 19л-1-6, 19л-1-17, 19п-ь1], 16лч-7, 

19»-+-5. 

Но чтобы эти формулы давали одни нечетныя числа, мы, по 
сваванному нами, Формулу 19п-1-1, въ воторой первый членъ 
нечетный, зам'Ьняемъ формулою 2.19^8?-*-!, Формулу 19м-1-4, 
которой первый членъ четный, замЪияемъ формулою 

2 . 19;г-*-19-ь4, и т. д. 

Такимъ образомъ находимъ для нечетныхъ д&штелей 
л^-ь19у^ слЬдуюпця Формулы 

2 . 19-еи-1, 2 . 19гг-4-19-н4, 2 . 19-8Г-+-9, 2 . 19г^19-*-16, 2 . 19^4-19-1-6, 
2 . 19-ег-4-17, 2 . 19-зг-ь11, 2 . 19>-1-7, 2 . 19г-4-5, 

воторыя приводятся въ такому виду 

38^-1-1, 38^-1-6, 88-8г-ь7, 38-г-*-9, 88гч-11, Заг-1-17, 38гг-+-23, 38-ег-1-2б, 

38;8?-Ь35. * " 

ч 

Такъ опред'Ёляются всЬ числа, который могутъ д&1ить сум- 
му а:^-4-19у^ при хну простыхъ между собою. Этимъ мож- 
но пользоваться при опред'Ьленш д'Ьлителей данныхъ чиселъ, 
когда эти числа выражены формулою вида х^-^Хду^. Напр. 
пусть будеть дано число 2021; такъ какъ оно равно 11*-*-19.10*, 
то д&гатели его, если они есть, должны представиться какими 
либо изъ формулъ 

Чебышевъ. Теор!я сравн. Ю 
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Заег-Ы, Звйг-ьб, 33;8?-4-7, 385Г-1-9, З8^е?-Ы1, 38аг-+-17, 38«-1-23, 38з?-4-25, 

38^4-35. 

Но если 2021 ин^ехъ д'Ьдитедей, то по крайней м^рЪодинъ 

изъ этихъ делителей меньше ]/2021, и, слЪд., меньше 45. Это- 
го-то Д'Ьлителя ма и будемъ отыскивать. 

Первая Формула 38^ -«- 1 не даетъ его. Она при ^ =^0 
даетъ 1, при ^ег=1 даетъ 39, что не можетъ д^^лить 2021, ибо 
это число не д&штся на 3, а 39 въ составе своемъ сод^р- 
жить 3; при л(=2 и болЪе 2 Формула 38;8?-ь1 даетъ числа, пре- 
воеходяпця 45. 

Обращаемся ко второй Формул']^ 38^-н5. При ^ = она 
даетъ 5, число, очевидно, не Д'Ьлящее 2021, при л=1 она даетъ 
43; и, пробуя д'Ьлить этимъ числомъ 2021, находимъ, что 43 
есть д'Ьлитель 2021. 

Для другаго примера, опред^^лешя д'Ьлителей Формъ вида 
х^ц:Лу^ розьмемъ форму а?* — 7у^ и отнщемъ ея д-Ьлителей. 

Такъ какъ число 7 вида 4пн-3, то по теорем-Ь 54-й, де- 
лители формы х^ -^ 1у^ вида 4т -+- 1 должны удовлетворять 
уравнен1ю 

дЬлители же вида 4т-1-3 должны удовлетворять уравнешю 

Опред']^лимъ же теперь числа вида 4т-ы, удовлетворяю- 
щл уравненш 

и числа вида 4т-нЗ, удовлетворяюш,1я уравнен1Ю 
Чтобы найти числа, удовлетворяющгя уравненш 



(?) - -. 



мы дЪлимъ 1^ 2^ 3^ на 7; находя въ остатке 1, 4, 2, мы за* 
ключаемъ, что эти числа выражаются Формулами: 



I 
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7п-1-1, 7пч-4, 7П-1-2. 

Посмотримъ же теперь, какъ выведутся изъ нихъ Формула, 
<)пред'&1яющ1л оквЛ числа вида 4шн-1. 

По сказанному нами, изъ формулы 7п-^1 внходимъ 

4 . 7-ег-4-7г-1-1, 

гд* г то изъ чиселъ О, 1, 2, 3, которое съ 7 (1—1), иля О 
<;равнимо по модулю 4. Это число есть 0. СлЪд.^ Формула 7|г-4-1 
для опред-блетя однихъ чиселъ вида ,4т -н 1 даетъ 4. 7;ег -*- 1 
или 28-8Г-4-1. 

Поступая такхе съ формулами ' 

7л+4, 7»н-2, 

ты изъ нихъ внводимъ 4 . 7-ег -ь 7г -*- 4, 7-8г ч- 1г ч- 2, гд4 г, г, 
<5уть т4 Езъ чиселъ О, 1, 2, 3, которыя съ 7 (1 — 4), 7 (1 — 2) 
сравнимы по модулю 4. Но так1я числа суть 3, 1. Сл^д., для 
юпред'Ьленхя однихъ чиселъ вида 4т ч- 1 формулы 1п -+- 4, 
7п-1-2 даготъ 

4. 7гг -1-8.7-1-4, 4 . 7;вг -♦- 7 -н 2, 

дли 

28зг-#-25, 282 -ь 9. 

Итакъ, во/к числа вида 4тч-1, удовлетвордющ,1я уравнетю 



ш - ■. 



я, сл'Ьд., способный быть Д'Ьлптелями Формы х- — 1у^ опреде- 
ляются Формулами: 

2аег-н1, 28-е:-1-9, 28-8Г-4-26. 

• 

Переходимъ теперь къ дЪлителямъ вида 4т-ьЗ.. Они опре- 
д'кяяются уравнешемъ 

Чтобы найти р'1^шетя этого ураввен1я, мы въ ряду 1, 2, 3, 
4, 5, 6 выЕИДываемъ т'!^, Боторыя равны остатяамъ отъ д')^- 
летя 1*, 2\ 3' па 7. Тавимъ образомъ, находимъ числа 3,5,6, 

и завлючаемъ, что числа, у довлетворяюпця уравнешю (^) = — 1, 
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определяются формулами 7м-ьЗ, 7м^-5, 7п-*-6. Преобразовы- 
вая эти формулы въ таБ1Я, которыя даютъ одни числа вида 
4т+3, найдемъ 

4 . Т-ег-ьТг+З, 4 . У^+Тп-нб, 4 . 7а-*-'1г2'^^^ 

гд'Ь г, Г1, ^2 т4 изъ чиселъ О, 1? 2, 3, которыя сравнимы съ 
7(3 — 3), 7(3—5), 7(3—6) по модулю 4. Замечая, что г=0, 
г, =2, ^2=3, мы заБлючаемъ, что эти Формулы суть 

4 . 72Ч-7 . 0-нЗ, 4 , 7-8Г-1-7 . 2ч-5, 4 . 724-7 . 3-ьб, 

ИЛИ 

28^-1-3, 282-1-19, 28-9-1-27. 

Итакъ, вей д-Ьлителй Формы х^ — 1у^ вида Ш -*- 1 опре- 
делятся формулами 

28;8гч-1, 2аг-ь9, 282Н-25, 

делители же вида 4т-нЗ суть 

28-г-|-3, 282-Ы9, 28-8г-ь27. 

♦ 

Мы показали, какъ опред^лянутся делители Формы х^±Лу^ 
при Л простомъ, отличномъ отъ 2; поважемъ теперь, вавъ най- 
дутся делители этой Формы, если Л равно 2. Для этого мы до- 
важемъ следующую теорему: 

65. Теорема. Всгь нечетные дгьлители х^'^2у^ суть вида 
8тч-1 или вш-^З] всп» нечетные дгьлители х^ — 2у^ суть вида 
8шн-1 или 8т — 1. 

Доказательство. Если р д4литъ х^'^2у\ то 

х^-^2у^=0 {мод, р). 

Но это сравнеше предполагаетъ возможность такого 

• <|2-*-2 = о (мод. р\ 

и, сл^^.9 предполагаетъ уравнешя 

('?) = 1.(т) = ^'(т) = ^' 

ГД'Ь о, р, у, простыя числа, входящ1Я въ составъ р. Посмотрим'ь 
же, вавого вида должны быть числа а, р, у, , чтобы удов- 
летворялись эти уравнешя. 

По свойству символовъ Г^ Д мы находимъ 



к 
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а— 1 



Но (—\ каБЪ ВИД&1И, определяется такъ 

а2— 1 

(1)-<-'Г^' 

следовательно, 



а 2—1 а— 1 — аЧ-4а— 3 



(-) = (-1) --= (-1) 



делая въ этомъ уравнеши последовательно а = 8т ч- 1 
а=8»»-1-3, а=8т-ь5, а=8т-1-7, находимъ 



(: 



8ЛИ-1/ "~ ^' \8т-^в) "" ^» \8тн-бУ ~ •^' \8^-ь7/ "" ^ 



След., ДЛЯ возмохности уравнеши 

. (^)=ь(т)=^'(т)=^' 



необходимо, чтобы числа а, р, у, были вида 8тч-1, или 

8т-^3. А потому ^?, равное а ^ у , долхно быть произведе- 

Н1емъ такого вида 

(Вт-^1) (8.'л'-ь1) (8т"ч-1) .... (8т,-4-3) (8я12-+-3) (8%-1-3). 

Раскрывая хе здесь скобки и собирая въ одинъ все члены, 
нмеюпце множителемъ 8, находимъ, что 

Если а число четное, 3^ ^ 1 (мод. 8): ибо 3^ ^ 1 (мод, 8). 
Если же V число нечетное, то сравненхе 3^ ^ 1 (мод, 8), по 

возведен! и обеихъ частей въ степень ^^ и умножеши на 3, 

дастъ З^^З (мод, 8). Итавь, 3^ по модулю 8 сравнимо или съ 
1, или съ 3. Откуда следу етъ, что 3^ или вида 8^^Г+ 1, или 
8^^4-3, а потому число р, определяемое уравнешемъ 

р=8Р-4-3<', 

будетъ или равно 8 (Р -♦- ^^Г) -+- 1, или 8 (Р -*- ЛГ) -ь 3, въ чемъ 
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и заключается первая часть предложенной нами теоремы. Пе- 
реходимъ теперь къ доказательству второй части ея. 
Если 'р дйдитель Формы х^—1у^, то 

Это же сравнен1в предполагаетъ возможность сравнешя 

а2— 2 — {мод, р\ 

И, сл^^д., уравнешя 

■ • (1)=^'(|)=1'(|-)=^ь 



гд'Ь а, ^, у, .... простыл числа, входащгя въ составъ 2?. Но, по 

теорем* 32, изъ этихъ уравнешй сл^дуеть, что а, р, у, 

суть числа вида 8тн-1, или 8т — 1, а потому произведете 
ихъ аРу , равное ^>, предстйвится такъ 

(8т'-*-1) (8ш"ч-1) (8^1—1) (8«12— 1) 

Но ВЪ разложен1и этаго провзведен1я, кром* членовъкрат- 
ныхъ 8, будетъ иди-4-1, или — 1. Сл-Ьд., р должно быть вида 
8т-1-1,или 8т — 1, что и следовало доказать. 

Показавши, вакъ оцред'Ьляются линейные делители Формы 
х'^ ± Лу% при Л простомъ нечетномъ и -4 = 2, намъ остается 
тоже сделать для этихъ Формъ при Л составномъ. Но въ этомъ 
случае линейные д'Ьлители х^ ± Лу^ удобн-Ье всего выводятся 
изъ Евадратичныхъ делителей, къ нимъ мы теперь н об- 
ращаемся. 

§ 45. Выражеше вида аи^ ■+- 2Ът ч- сг;^ гд* а, Ь, с опре- 
д1^ленныя числа ^ и^ V неопред'&ленныя, мы называемъ квадра- 
тичною Формою. Дв** ввадратичныя формы аи^ ч- 2 Ьт -«- сЬ^ 
а!и^ -*- 2Ъ'т ■+- с'г;^ которыя способны выражать однЬ и т4же 
числа, мы будемъ называть тождественными н будемъ зам']^нять 
одну другою. Такъ, Формы аи^ -ь 2Ът -+- сг;^ аи^ — 2Ьг1/о ч- <ю\ 
различаюпцяся только знакомъ коеФИЦ1ента иь суть тожде- 
ственныя: ибо значешя первой" при г« » а, г? = р равны зна- 
чешямъ второй при «е = — а, г; = р. 

Изъ этого видно, что знакъ коеФФищента Ъ въ Форм'Ь 
<ш* -ч- 2Ът -н <уо^ можетъ быть всегда перем'йненъ и, сл-Ьд., 
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этотъ ЕоеФФИщентъ можэтъ быть обращенъ въ количество по- 
ложительное: таЕимъ мы его и будемъ всегда предполагать. 

Число равное Ь^ — ас мы будемъ называть опредтьАытелемъ 
Формы аи2-н2Ьш?н-сг?^. Такъ, определитель формы Ъи^-^\(^и^ 
-^-^V^ будетъ 5^—3 . 7, или 4; определитель формы Зи^-^ют 
—1ь^ будетъ 5^-н3.7,»или 46. 

Две Формы, пмеющ1Я развыхъ определителей, мы будемъ на- 
зывать подобными, Такъ, формы Зг*^-+-10т?-*-7г;^ Ъи^ч-2 иV 
—V^ подобны: ибо какъ определитель первой 5^ — 3 . 7, такъ 
п определитель второй 1'-н12.3 равны 4. 

Согласившись въ этихъ назвап1яхъ, мы докажемъ следую- 
щую теорему, весьма важную по своимъ првложешямъ. 

56. Теорема. Если въ формть т^-^^Ъги) -нсг?^ коеффицгентъ 
2Ь превосходгтъ а или с, то эта форма можешь быть преоб^ 
разована въ другую а'г«^-1-2Ь'ш;-1-с'«;^, подобную аи^-^^Ът-^со^^ 
гдп> 2Ь' не будетъ превосходитъ ни а\ ни с\ (*) 

Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы по- 
кажемъ, какимъ образомъ при 2Ъ > а, или 2Ъ > с форма аи^ 
ч-2Ът-^СV^ можетъ быть преобразована въ другую а^и^ 
-*-2Ъоиь -н СоV% подобную первой, где числевная величина Ъо 
меньше Ъ. Но такъ кавъ уменьшеше численной величины босф- 
Фиц1ента Ъ не можетъ итти далее нуля, то мы необходимо дой- 
демъ до такой формы а'ад^ -♦- 2Ь'т7 -+- с V, где дальнейшее 
уменьшен1е Боеффищента V не можетъ иметь места и след. 2Ъ' 
не > а' и не > с\ 

Чтобы преобразовать Форму аи^ -н 2Ьиь -*- СV^ въ другую 
аои^ -н- 2Ъот -*- СоV\ где бы Ь© <^нло меньше Ь, пусть будетъ 
а наименьшее пзъ двухъ чиселъ а и с (въ случае равенства 
ихъ мы можемъ взять то или другое безъ различ1я) и целое, 

число, которое разнится съ — не более какъ |, пусть будетъ 

т: очевидно, т будетъ целое число, получаемое при деле- 
ши Ъ на а, если остатокъ не превосходитъ \ а; въ протнв- 



(*) Зд4сь мн разум'Ёеиъ численную величину а, Ь, с, а', &', с', не об- 
ращая внимашя на знаки этихъ количествъ. 
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ноиъ случае, т будетъ ц-блое число, получаемое при дЪлеши 
6 на а и сложенное съ 1. Полагаеиъ и-^ть^^ П^ л ив^ осно- 
ваши этого уравнешд иСБлючаемъ и изъ Формы аг«'-^2&и«;н-с«;^. 
Такимъ образомъ находвмъ 

ИЛИ 

Нетрудно убедиться, что эта Форма подобна аи^-нгЬш^-ьсг?^ 
и что въ ней БовФФищентомъ &V меньше 2Ъ. Въ самомъ д^л^ 
олред'Ьлитель это^ Формы есть 

(Ъ — ат)^ — а (в — 2Ът-^ат-) 

что приводится, по раскрытш сиобонъ, Бъ Ъ^ — ас, а это есть 
определитель Формн аи^-^2Ъги)-^СV\ 

Съ другой стороны, такъ какъ т выбрано нами подъ усло- 
В1емъ, чтобы разность тбылачиеломъ,непревосходящимъ 

I, то 2 (Ь — ат) «= 2а Г~ — т\ будетъ число, непревосходя- 
щее а и потому меньшее 2Ъ: ибо мы разсматриваемъ Форму 
аи^Ч'2Ът'Л-СV\ гд* 2Ъ превосходить одно изъ чиселъ а и с 
притомъ а или равно с, или меньше с. 

Сл^д., въ полученной нами ФормЪ 

аЦЧ-2 {Ь--ат) Ш-^ (а— гЬт-нст*) V' 

воеффищентъ средняго члена меньше соотв'Ьтствуюш;аго ему 
въ Форм-Ь (т'\-2Ът-\-сю^. 

Если въ полученной нами форм^ этотъ коеффищентъ пре- 
восходить одинъ изъ воеФФищентовъ врайнихъ членовь, то мы 
ее снова будемъ также преобразовывать, кавь преобразовывали 
аи^'^2Ътч-<уо^ и будемь повторять это преобразоваше до т4хъ 
поръ,' пою получимъ Форму, гд^ такое преобразовав1е невоз- 
можно в, слЪд., среднЦ БоеФФищентъ не превосходить ни од- 
ного изъ крайнихъ. Напр., пусть будетъ дана форма 3<^^-ь10г^ 
'^^6V^. Для преобра80ван1я ея ип^емъ ц^лоечнсло, которое бы 

съ -^ разнилось не болЪе вавъ на |, и тавъ савъ это число есть 
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2, то д'Ьлаемъ и'^2V=^ II. Внося отсюда величину и въ дан- 
ную форму, находинъ 

что, по расЕрыт1и скобокъ, приводится ЕЪ такой Форн^^ 

Въ этой ФормЪ средн1Й иоеФФИцгентъ не превосходитъ ни 
одного изъ крайнихъ; въ против номъ случа*]^, мн бы стали ее 
снова преобразовывать. 

Изъ доказанной нами теорема мы выводимъ сл^дуюпца: 

57. Теорема. Если опред1ьлитель форшл аи^'\'2Ът'^сь^ есть 
положительное число Д то она можетъ быть приведена кь виду 
а,««^-+-2Ь1мг; — с^V\гд^ь «46, -^-Ь^2 — д ^^(.^а а^ С1 положи- 

тельныя, которыя не меньше 2Ьу иЪ не превосходитъ У — - 

Доказательство.'^ Ъъ еамомъ Д'&л'Ь, по предыдущей теорем'Ь, 
Форма аи^'^2Ьип)-^СV^ преобразовывается въ Форму 

гд^^ 2&1 не превосходитъ численной величины ни а},ниСо;при- 
томъ въ этой ФОрмЪ, какъ подобной аи- ч- 2ЪиV -4- сг;^, опреде- 
литель будетъ им4ть ту же величину Д и, сл'Ьд., будетъ 
^^ — а, Со =2). Но при 1) > О это уравнеше предполагаетъ 
разность Ъ^^—а^с^ воличествомъ полохительнымъ, что не мо- 
жетъ быть, если а^ и с^ им'Ьютъ одинакхе знаке: пбо тогда 
произведете а^ с^ будетъ количествомъ положительнымъ, пре- 
восходящимъ &1^, потому что численныя величины а^ и с^ не 
меньше 2Ь. Итакъ, въ ФормЬ а,г«*-4-2Ь,г*г?-*-Со«?^ крайше члены 
съ противными знаками. Положвмъ же, что членъ а^и^ есть 
тотъ изъ врайнихъ, который вм^етъ знакъ -н, а членъ с^V^ есть 
тотъ, который Ьъ — . Называя черезъ с, численную величину с^ 
мн будемъ имйть с^ = — с,; вслЪдствхе чего Форма 

п уравнеше Ъ^"^ — а^ Со=В изм']^нятся въ так1я: 
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Но ПО свойству во€ФФИЦ1ентовъ этой форзш будетъ ■ 

аг не < 2б1, С1 не < 261; 

всл^^дствхе чего изъ уравнен1я 

БЫХОДИТЪ 

В не < &1=Ч-2Ь1. 2б1, не < 6612, 

а потону _ 

Ь,не>К^. 

Вотъ услов1е, которому вм'ЬстЬ съ условхями 

Ь1^а1С1=В, 01 не < 261, Сх не < 2&1 

будутъ удовлетворять ЕоеФФИц!ентя Фориы 

выведенной нами пзъ данной 

Такъ убеждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. 

58* Теорема. Если опред)ьлитель формы т^-^^Ът^сь^ 
есть число отритпьельное — В^ то она можетъ быть приведена 
къ виду а^и'^-^^Ъ^ тч-с^V^, гд^ьа^с^ — Ъ^^=В^ количества а^ис^съ 
одинакими знаками и не меньше 2\\ притомъ^ 

Ъ^ не превосходить У—. 

Доказательство. Мы вид'Ьлп, что Форма вг«2-4-2Ьмг;-#-с«;^ мо- 
жетъ быть приведена къ виду а,г«^-*-2Ь, мг;-ьс,г;^, гд-Ь 2Ь, не 
превосходить ни а^, ни с^; притомъ, въ этой Форм^, вакъ по- 
добной аи^-*-2Ът'*-сь\ определитель будетъ имЬть ту-же вели- 
чину— Д и, сл4д., 6,2— а,(?,=« — 2). 

Но это уравнен1е гдЪ В число положительное, иредпола- 
гаетъ одинав1е знаки въ количествахъ а,, с,. Притомъ, зам^- 
чая, что а^ и с, не меньше 2\, мы изъ этого уравнешя выво- 
димъ 



I 
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2&,. 261— &! 2 не > 1>, 
ДЛИ 

3&12 не > I), 

и, сл-Ьд., Ь, не > »^у • 

Доказавши эту теорему, зам'Ьтимъ, что въ разсиатрвваемомъ 
нами случать фощл а^и^ -*- 2Ь^т -*- с^V^ можетъ представлять 
положительная числа только въ случа'Ь а^ положительнаго. В% 
самомъ дйл-Ь, внражеше щи^ -^ 2Ь^т -л- с^ь^ можетъ бнтьтакъ 
представлено 

а это равняется 

я всл-Ьдствхе уравнен1я Ь,^ — а^с^ = — В приводится въ 

Г Ьх в 'Л 

что въ случае а^ отрицательнаго не можетъ им'бтьзначетя по ^ 

ложительнаго: ибо 2) > О, и квадраты ( «« -ь ^ ^ )^ (~) не 
мсгутъ им'Ьть значен1Я отрицательнаго. 

§ 46. Показавши свойства Бвадратпчныхъ Формъ, необхо- 
димыя намъ впосл^^дств1и, обращаемся опять къ дЪлителямъ 
формъ вида х^Ау^^ и докажемъ следующую теорему: 

59. Теорема. ВсякШ дгьлитель формы х^ — Лу^ можетъ 
быть представленъ -гсвддратичною формою, имтощею опредпг 
лгипелемъ Л, 

Доказательство. Пусть будетъ р делитель формы х^ — с[у^ 
и Р частное отъ д-Ьленхя х^-^^^ на Р; приравнивая делимое 
произведен1ю д^^лителя на частное, им^емъ 

Зд^^сь 9 и Р должны быть числа относительно другъ друга 
простыя: ибо, по этому уравнешю, простое число, д-ЬлящееуиР, 
д-Ьлшъ х^ и сл-Ьд. х^ что невозможно; ибо въ форм'Ьд:^ — йу'^жи 
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всегда предполагаемъ х и у неим']^ющи]|и общаго д^Ьдителя. 
Но пря у простомъ съ Р сравнеше 

у^ = а5 (мод. Р) 

инЪетъ рЪшевге, и, слЪд., вайдетса чвсло ^, для вотораго рав- 
вость у^ — X разд'Ьлвтся ва Р, Полагая же чаетвое отъ Д'^ле- 
в1я у{ — X ва Р равнымъ Щ им^^емъ 

откуда выходитъ 

х=у^—иР. 

Ввося это выражев1е х въ ураввевхе 

вайдемъ 

вли 

РН1-—2 Ругг1г+-(^^—а) у'=^рР. 

Это ураввевхе, по С0Бращев1в ва Р, даетъ 

ткк ^^—- с7 разделится ва Р: ибо это ураввевхе вредполагаетъ 
дЬлвмость (^ — сГ) у^ ва Р, а у число простое съ Р. Изъ 
этого ураввев1я кы видвнъ, что р выражается ввадратячвою 
формою 

р = Р«*2— 2у*и-+--р-у 2^ 

которой воеФй^ищеатн суть Р, — 2^, — р- я, сл4д., определи- 
тель ея равевъ ^— Р. — ^) или (?, что и слЬдовало доказать. 

Изъ этой теоремы, въ сововупвости съ показаявыми нами 
свойствами Евадратячвыхъ формъ, легко вывести слЪдующхя 
теоремы: 

60. Теорема. Дтьлгтель х^—Вг^ при В > о можетъ быть 
представленъ формою аи^ -*- 2Ът — сг?*, %дгь ас -♦- &*=*!), числа а 

и с полооитпельн/ыя^ не меньше 2\иЪ не прееосходитъ у-^ - 
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Дотзательство. По предыдущей теорем'Ь всдв1в д'Ьлитель 
формы х^ — Ву^ иожетъ быть представленъ Формою 

въ которой опред'Ьдитель Ъ^ — ас будетъ равенъ В. Но такая 
Форма, по. теореме 57-й, можетъ быть приведена къ виду 

гд4 а, &, с удовлетворяютъ уравнешю ас-#-Ь^=Д числа а, с 
положительныя, которыя не меньше 2Ъ\ число Ъ не превосхо- 

дптъ 1^-^. откуда и сл-Ьдуе^ъ предложенная нами теорема* 

61. Теорема. 1:^-^Ву^ при В>0 можетъ быть представ- 
лет формою аи^ -ь 2Ът -ь СV\ гдть ас — Ь^ = 2), числа а, с 

положительныя, не меньи1е 2Ь, и Ъ не превосходить 1^-д-. 

Доказательство. По теоремЬ 59-й, делитель х^ -ь Ву^ 
представится формою 

аи^ ■+- 2ЬиV -н ск^ 

которой овредйлитель будетъ — 2). Но такая форма, по теорем-Ь 
58 й, приводится къ виду 

гд'Ь ас—Ы^В, численная величина а, с не меньше 26, и 6 не 

превосходитъ ^-^. Притомъ, а и с будутъ им-бть одинъ знакъ 

который зд'бсь не можетъ быть — ; ибо видели въ еонц^^ пре- 
дндущаго параграфа, чта въ этомъ случае Формула аи^ н- 
2ЪиV-^СV^ не можетъ ^жктъ значенШ положптельннхъ. 

Такъ уб']&ждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. 

На основанш доказанныхъ нами теоремъ можно показать, 
какими ввадратпчннмп Формами выражаются всЪ д1зители 
данной формы вида хЧФу^, 
* Покажемъ это на прим'1рахъ. 
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Пусть будетъ дана форма х^-^у^: По теоремЬ 61-й,. Д'Ь- 
лители ея будутъ представлатьея Формаии 

гд-Ь ас — Ь*=1, а и с подожительныя числа, не меньше 26, п Ъ 
не превосходить К-=-. Но изъ посл4дняго слЬдуетъ, что 6=05 

уравнеше же ас — Ь^ == 1 при Ь = О даетъ ас = 1; откуда для 
значешй а и с, которыя должны быть > О, находитъ 

а = 1, с = 1. 

ни о1>1* Делители Формы Х^-^'у^ 
представляются формою и^-^. 

На основанш этой же теоремы д-Ьлители л;^н-2у^ будутъ 
представляться Формами 



Изъ этого мы заключаемъ, что всЬ делители Формы х^-^-у 

.2 



въ которыхъ ас— Ь^ = 2, а и с числа положптельныя не мень- 
ше 2Ь, и Ь не > ^-^ • 

о 

Но изъ услов1я Ь не > ^ -^ сл'Ьдуетъ, чтр й = 0; посл'Ь 

того изъ уравнешя, ас — Ь^ = 2 выводимъ ос = 2. Но такъ 
ванъ а и с должны быть числа лоложительныя, то это урав- 
нен1е предполагаетъ одно изъ двухъ, иди а = 2, с = 1 иди 
^=1, с = 2. Первому предположенш соотв4тствувтъ форма 
2и^•^V^^ второму и^-^2ь^. 

Но эти Формы тождественны между собою; сд^Ьд., вс)^ д*]^- 
лители д?*-1-2у^ представятся одного формою 2и^^4-г;^. 

Подобнымъ образомъ найдемъ, ^что делители х^ — у^ иред- 
ставдяются Формою и^ — г;*, дйлители 01? — 2у- представляются 
формою и^ — 2ь'^ или 2и^ — г/', делители а? — Зу^ представляют- 
ся Формами Зи^ — V^ г♦^ — ЗV^ 

Для прим-Ьра бол'Ье сложннхъ формъ возьмемъ х^ — 21^^^ 

По теорем4 60-й, дЬлители этой Формы будутъ представ- 
ляться квадратичными формамп « 



Ъ Ш%> У^, ос-нЬ==21. 

опрелЬляетъ всЬ возможная велвчвнд Ъ; нзъ 
енЪ] что Ъ иояетъ вн11ть тольбо значевЕя 



Ъ посл1Ьдовательно равнциъ всЪиъ этн чв> 
раввев1я ос-нЬ' = 21, обращая вввнаше на 
^е О о ве иеЕЁе 2Ь, вабдеиъ вей зва^евш, 
пыЪть а, Ь, с въ Форнй а»* -+- 2ЬиV — от, 
;4лптвлей ж" — 21у*. Такъ, д4лая 6 = 0, вай- 
о иоаетъ быть удовлетворево толыо врсд- 

=21; а=3, с=7; я=7, с^З; с=21, а=1, 
влетвораютъ услов1ю: а в с > О и ве < 21', 

вайдемь ос н- I = 21; откуда ос = 20, в это 
№ предволохев1яиъ 

1[а= 2[а=4|а=5|я=10)а=20 
Ю I е=10 1 с=5 I <:=4 ( е= 2!с= 1. 

юсл^нее не удовлетвораютъ услов1ю: а в с 

= 1. 

= 1 будетъ одао изъ четырехъ 

=10; а=4, с=5; о=Б, е=4; л=10, е=2. 

Я 6=2 находниъ ас-«^4=21; откуда ас=17, 
, двухъ 



утая невозиожвы: вбо 2&, будучи зД'Ьсь равно 
гдположев1Е вревосходвтъ а, во второнъ— е. 
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Итакъ, в(уЬ д-блители х^ — 17г^^ должны представляться 
формами 

|*5^21г?2, 3««2—7«?2, 7«2—3»2, 211*2— ^2^ 2м8-1-2г««7— 10г?2, 4«2н-2м«?-5»2, 

5«|2-+■2«♦«^— 4г?2, 10и2-ь2|1!Р— 2«?2. 

Но формы 2и^-4-2г«; — 10^^, Юи^-ьгг^ — 2«;^даюТъ одн* 
числа четння; сл'Ьд., вс4 нечетные делители о^ — 21у^ будутъ 
представляться формами: 

1|2— 21г?2, 8||2— 7г?2, Чм'^-^Ь'с\ 21«*2— «>2, 414Ч-2мг?— 5г?2, б1*Ч-2м«;— 4|?2. 

Для другаго примера, вовьмбмъ форму а;^-*-26у^ По теоре- 
м'Ь 61 'й, д'Ьлителн ея представятся Формами 

аг«2-1-2Ьгег?ч-сг;2, 
ГД* 

6 не > к — , ас— Ь2=2в; а и о не < 2&. 

Первое неравенство предполагаетъ Ъ однимъ изъ трехъ 

чиселъ 

о, 1, 2. 

Д^лая &=0/мы для опред']^лешя а п с находпмъ услов1я 

ас=26, а и в не < 0. 

Эти УСЛ0В1Я приводятъ васъ къ предположешямъ 



'«= 1 I а= 2 
с=26|в=13 



а=13 [ а=26 

с= 2 с=^ 1. 



Д-^лая &»1, МЫ находимъ 

ас=27, а и с не < 2. 

Уравнешю ас ^21 удовлетворяютъ 



а= 1 а=3 
^=9 



а=27 
1. 



а=9 
с=27 с=9 с=8 

Но ИЗЪ этихъ величинъ а и с услов1Ю' 

а не < 2, с не < 2 

удовлетворяютъ только 
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а = 3, с = 9; а = 9, с = 3 

Шконецъ ДЛЯ & = 2 находимъ 

ас = 80, а ж с нв<4. 

Уравненш ос^'ЗО мы удовлетворяемъ предаоложешдмп 

а=: 1 а= 2 а= 3 а = 5 а = 6 а = 10 а = 1б а = 30 
с==30 с = 1б с = 10с=6 с=б с=3 с=2 с= 1. 

Но изъ нихъ усдовш 

а не < 4, с не < 4 

удовлетворяютъ только 

а = 5, с = 6; а = 6, св5 

Отсюда для д&|ителей а;^ -«- 26^ вессодятъ сл%ду1)Щ1Я 
•формы 

1*2 -ь 26»2, 2м2 ^ 13«,2^ 18|«2 ^ 2«?2, 261*2 -|- «2, 31*2 -ь 2и«? -I- 9^2, 
91*2 -I- 2м» -+- 3«;2, 51*2 + 41*!; + 6г;2, 6<*2ч-4и«; + 5«;2. 

Замечая, что здЬсь и^ -ь 26«;^ тождественно съ 26и* -♦- V?, 
2м^ н- 13г;* съ 13и* -«- 2г;^ Зм^ -н 2мг; -ь 9V^ съ Эи^ н- 2к!;ч- 3^*, 
Ьи^ -I- 4иг; -н 61;^ съ 6и^ -н 4ш; н- 5г;^ завлючаемъ, что веЬ дЬ- 
лителн я^ -ь 26^^ будутъ представляться формами 

и2 -|. 26»2, 21*2 -+- 13©', Зи2 -ь 2Ш7 -♦- 9»2, би* -ь 4««н-3»2. 

Вотъ какимъ образомъ на основанш доказанннхъ намн тео- 
ремъ могутъ быть выведены всЬ квадратичный формы делителей 
а^ + 2)у^ Отсюда выходить много любопнтныхъ предлогешй 
относительно рЪшешя уравнешй вида ах^ н- 2Ьху -н су^ » Н, 
чюставляющихъ предметъ ивсл'Ьдовашя Теорш неопред'Ьленныхъ 
уравнешй высшихъ степеней. Зд^Ьсь же мы воспользуемся 
квадратичными Формами д&гателей а^ 1: Ву^ для опред^^лешя 
«го линейныхъ делителей. Мы показали, кавъ найдутся д'Ьли- 
тели я^ + 2>у^, когда 2> число простое; теперь мы покажемъ^ 
ваБЪ найдутся д&[ители этой Формы при всякомъ значеши Д 
будетъ ли 2> число простое или составное. При этомъ мы бу- 
демъ предполагать ^^ нед'Ьлящимся на квадратъ какого ни- 

Чббышевъ Теор1я сравв. II 



будь числа: ибо для В = В^к^ «ориа а^^Дй'»/' приведется 
къ а^±Д (Л1//,и,сл*Дт въ я;°±Ду,', полагая у,='ку. Итакъ, 
разснатрвваа делителей Форыв х^±_1)у^, ны иоженъ выЕИнуть 
изъ состава В' веЬ точные квадраты; поступая такивъ обра- 
зонъ,ми будеыъ иы^ть Форны вида х + 1>^, гдЪ В педЪлвтса 
на ввадратъ Бавого нибудь числа; 011ред^ев]енъ делителей 
этихъ Фориъ кш теперь в зайиеися. 

§ 47. Прежде ч^нъ покаясень, Еавииъ образокъ пзъ хвад- 
р&тичныхъ Форнъ делителей нотутъ бвть выведенн линейнве 
делители, ны доЕагвенъ относительно ФОркы аи^ -•- 2Ъит ■+- &)^ 
сл'Ъдующ1я теореин: 

62. ТеоренА. Если опредпли/тель форм* аи* -\- &1М} -*- ео^ 
еетл сГ, число недгьлттеея на квадратя, то можно найти чысл» 
о, для «отораю а -*- 2Ьа -+- са* будетъ число простое ст Л 

Доказательство. Въ саиоыь А^'К пусть будетъ а общ|А 
нанбольпий делитель с и (7; число ы не будетъ заключать въ 
себЪ ниокителеиъ инхакого квадрата: ибо с7 не д^^лится на 
хвадратъ. Но, по значетю (Г, жн пн'!Ёеиъ Ъ* — ас = (7; откуда 
сл11дуегъ, что о, обпцй делитель с и (Г, делать Ь', и сл^кД. 
по теоремп 6-м д^итъ Ь. Докакенъ хе теперь, во 1-хъ) что 
ыохно всегда найти число а, для юичфаго внрахвн1е ^ ^ - 
приводитса къ числу просто1су съ — > нво2-хъ)чготаЕоечисло 
а обращаетъ а -+- 2Ьа + са' въ число простое съ 1^. 

Въ первонъ не трудно убедиться, занЪтивъ, что при д^Ьли- 
ности Ъ ва ы, общ1й наиболышй делитель с я^, по теореж11^ 
19, можно найти чвело, удовлетворяющее сравнешю 

т-*-Ь^1л(мод. Л), 

игагаетъ д^Ьлиаость са-нб — о на {Ц'Полаг&я же 
ь д'Ьлпа1са + & — ы на<1'равнш[ъ^Г,будв1[Ъ ннфть 



г 
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ЧТО обнаруживаетъ въ — — число простое съ — • 

Чтобп убедиться во второиъ, иы зам^^чаемъ, что выраже- 
Н1е а -н 2&а -ь са^ можетъ быть представлено тавъ 

52 ^ ас 
со ' 



/ га ч- Ь у Ъ^ — 



с_ 



гд']| заменяя V — ас черезъ (7, наЛ&аъ 

/са-ь ^5\2 <г 
(О { ) 

Число же Л разлагается на два множителя —н о, ко- 
торые не ио]!7тъ имЪть общаго д'Ьлитвля: ибо Л не можетъ 
делиться на квадратъ; притомъ — по свойству числа а про- 
стое съ . — ^ — Отсюда слЬдуетъ, что ни «о, ни — не могутъ 

им4ть общаго множителя съ со ( ^ "^ ) ; ибо простыя 

числа, ВХ0ДЯЩ1Я въ составъ ел, дЬля ш Г^""*" ] , не могутъ де- 
лить ~; напротивъ, дйлители -- не могутъ д4лить о [^ — ) • 
Итакъ, «(^У-4и,сйд, 

<са-ьЬу й_ 



е 



число простое съ о и — , а потому и съ произведешемъ шсъ 
й", что и сл^бдовало доказать. 

Для примера найдемъ число а, для котораго бы 3 ^ 2.21а -•- 
-ь217а* было число простое съ 2Р— 3.217 = — 210. Зам*чая, 
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что обпЦб ваибольшй д&гатель 217 и 210 есть 7, мы длд ощю- 

он 
7 



д'Ьлешя а ваходииъ усдовю, что — = — , или 31а +3 число 



210 

простое съ -у или 30. Этому условш, вавь ввдЬли, можно 
всегда удовлетворить, р^шая сраввехххе 

. 217а-1-21 = 7 (л«од. 210). 

Но въ этомъ случа^^, евбъ и въ большей части другихъ, 
мы можемъ легко найти ос, пробуя различныя числа. Такъ, на- 
ходимъ, что а =» — 2 обращаетъ 31а-нЗ въ число простое съ 
30. СлЪд., и выражеше Зч-2.21ач-217а^ при л^ — 2 будетъ 
число простое съ 210. 

На основаши доказанной нами теоремы для всякой фермн 
аи^ -^ 2ЪиV -^ (П)^ найдется число а, обращающее а-ь-2&а-нса^ 
въ число простое съ опред&[ителемъ ея. Определивши та- 
кое число, мн можемъ преобразовать Форму аи^ -ь 2Ът ч- С!;' 
въ другую, гдЪ первый членъ будетъ имЪть вооФФищентомъ 
число простое съ опред'^Ьлителемъ ея еС Этого мн достигнемъ 
всегда, д&1ая въ. этой Форм'Ь V — аи = 11^ гд'Ь а есть число, 
обращающее ач-2&а + (;а^ въ число простое съ €[. Въ са- 
момъ дЪлЪ, изъ этого уравяетя найдемъ «; = ае^ ч- ^, и внося 
эту величину въ Форму ам-н 2&ш;+сг;^, мн ее преобразуемъ въ 
такую 

ЧТО, по расЕрыт1и скобовъ, даетъ 

(а -ь 25ач- со?) и^-^2 (Ь -ь ас) иП-^еТР^ 

гд^к ЕОЭФФищентъ перваго члена есть а-н2&ач-са^, число 
простое съ Л по положешю. 

Тавъ, чтобн сделать въ ФормЬ Зм*ч-2.21иг;-н217!;' пер- 
вый коеФФИщентъ числомъ простнмъ съ опредблителемъ ея, 
ищемъ число а, которое бы обратило 3 ч- 2.21а ч- 217а^ 
въ число простое съ 210. Этому услов1Ю, какъ видели, 
удовлетворяетъ а = — 2. Поэтому для преобразовашя Формы 
314*ч-2.21мг;ч-217«;* дЪлаемъ V-^2и^^V^ и на мЪсто V въ 
Форму Зи^ ч- 2.21т -^ 21Ъ вносимъ О — 2и. Это ^даетъ намъ 



I 
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■ 

3«2 -1-2.21 (СГ— 2«) «-4-217 (С/— 2ад)2, 

ИЛИ 

7871*2 __ 826 Пц -н 217 Щ 

Такимъ образомъ данная Форма 

а 

8|«2 -I- 2.21«» -н 217с2 

преобразовывается въ Форму 

7871*2 — 8261*СГ-#- 217(72. 

Последняя Форма сложнее первой, но она им'^^етъ ту вн- 
году, что въ ней вобФФИщентъ и^ число простое съ опред&1И- 
телемъ. Это послужить значительннмъ облегчен1емъ при опре- 
д^Блеши линейнпхъ д-кштелей, и теперь вездЪ нн будемъ пред- 
полагать квадратичнпя Формн преобразованными тавъ, чтовъ 
нихъ первый хоеФФищентъ число* простое съ опред&1ителемъ. 
Въ этомъ предположенш мы докажемъ сл^Ьдуюпця теоремы 
относительно ввадратичныхъ формъ: ^ 

63. Теорема. Если въ формть аь? -н ^Ьшо -\- 09)^ число а 
проФтое съ опредтьлителемь V — ас = Л^ то можно найти число 
1^ удовлетворяющее сравненгю 

аи* ч- 2Ът -н со^ = др ^2Ы'^с (мод. (1), 

Доказательство. Въ самомъ дЪл%, при а простомъ Ьъ Л 
сравнеше 

а (а«*з -Ч- 26» -4- с«;2) = а (а?» ^ 26? -*- с) (люд. Д). 

можетъ быть совращено на а; всл%дств1е чего оно приводится въ 

а«*2ч-2Ь«*1;-1-<»2 = а/2-|-26?-+-с (люд. Л), 

которое хотимъ доказать. Но сравнеше 

а (а1*2 + 2Ъцу -н СV^ = а (а1^ ч- 2Ы ч- с) (мод, еО, 

можетъ быть тавъ представлено: 

' (т ч- 6»)2 — (&а ^ас)9^ = (о1 -I- ЪУ — (Ь^ — ас)......(лод. О), 

ЧТО, ПО равенству Ъ — ас^ съ модулемъ е7, приводятся въ сл^Б* 
дующему. 



— 166 — 

(аи -н 6»)' нн (о/ -4- 6)' (мод. «О, 

■ 

а^ это удовлетвораетс|[, ееди 

а^ -ь 6 = (ш -I- Ьг? (мод. д). 

Но по<и[Фднему сравнешю ны всегда ножемъ удовлетворитк ибо 
оно первой степени и а простое съ (7; откуда и выходить пред- 
ложенная нами теореиа. 

Ш основанш этой теоремы, мы завлючаемъ, что если при 
вс&съ величинахъ 1ътлет&а1^ -^-Ш -^с по модулю ({"срав- 
нимы съ числами 

тГ\ч •2)*********' Я) 

ТО съ ними сравнимы также и всЪ значен1я аи^ -н 2Ът н- СV\ 
и, сл^^д., всЪ числа, опред']^лаемыа этою Формою будутъ одного 
изъ сл:Ьдуюпц[хъ видовъ: 

гд'Ё т произвольное число. Что же касается до чиселъ г^, г^^.^п) 
съ которыми сравнимы по модулю Л всЪ значев1Я а2^-+-2а7ч-с, 
то мы ихъ найдемъ, 01Гред']^лая числа, сравнимыя съ этимъ вы- 
ражешемъ при 2 » О, 1» 2,..^...сГ — 1: ибо съ этими значёшями 
аР -^^Ы-л-с по модулю Л будутъ сравнимы всЪ друг1я. 
Такъ, для -выраженхя чиселъ, опред^яемыхъ Формою 

найдемъ линейныя формы 

Но каждая изъ этихъ Формъ приводится къ четыремъ, 
смотря по виду числа т. Такъ, предполагая въ первой ФормЪ 
т равнымъ 4^ег, 4;бгн- 1,.4^ег-1-2 4^н-3, мы изъ нея выведемъ 
четвфв ^ ' • 

4Дг-4-Г1, 4йвг-1-^-4-Г1, 4(Жгг-ь2Д-нг1, 4^;ег-4-ЗсГч-Г1, 

Б ограничиваясь одними нечетными значёшями е1ИА^-^2Ьт'^сь^у 

посмотрямъ, воторыя изъ этихъ формъ Д0Л2КНЫ быть выкинуты. 

Начнемъ съ Л нечетнаго. При Л нечетномъ между числами 

Гр еУ-^Гр 2сУн-г,, ЗсГ-нг! будетъ два четныхъ и два нечет- 
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1Епхъ (см. теор. 10). Ограничиваясь одними нечетными зиаче- 
Я1ЯМИ аи^ -ч- 2Ът ч- со\ мы изъ четнрехъ Формъ 

внкинемъ дв ^1, въ воторыхъ члены* не содержание ^ будутъ чет- 
яыя. ЗатЪмъ для выражешя нечетныхъ значешй аи^'^-2Ътч-сь^ 
юетанутся двЪ Формы, изъ которыхъ одна будетъ давать числа 
вида 4т -+- 1, другая вида 4т -ь 3 (см § 44). 

Изъ этихъ Формъ мы оставимъ или одну только, или об-Ь, 
смотря потому, даетъдп Форма аи^-н2&мг;+си^одн']^ числа вида 
4т + 1 или о^^дЬ числа вида 4т -ь 3 или тЬ и друг1я виАсгЬ. 
Но это узнаемъ мы, замечая, что относительно и е V можно 
ч^д&кать четыре предположешя 



V^28 



«=»2А?-1-1|и = 2А-Ы 

V =28 © = 25 Ч- 1 



и = 2к 

V =2* -1-1. 



Внеся же эти значетя и я V ъъ Форму аи^ -§- 2Ьт н- сг;', 
находимъ результаты такого вида 

4^, 4^1 ч- а, 4]Уа -+- а ч- 26 -♦- с, 4Л'8 ч- с, 

тдЪ называемъ черезъ4^,4^|,4^Уг,4^Уз совокуаность членовъ, 
рмФющихъ множителемъ 4. 

Изъ этого видно, что если ни одно изъ чиселъ а, 6, 
й-^2Ь ч- с не есть вида 4т -+- 1, или 4т -н 3, то Форма 
аи^ н- 2Ьш? -+- с^^ не даетъ чиселъ этого вида. 

Обращаемся теперь бъ случало с[ четнаго. 

При (Гчетномъ всЬ числа г^ с^-^г^^ 2сГ-ч-Г|, ЗД^-*-Г1 или 
будутъ четныя, или всЬ будутъ нечетныя. Въ первомъ случае, 
мы занлючвмъ, что Форма аи^ ч- 2Ъиь -н (уо^ не даетъ чиселъ 
нечетныхъ; во второмъ же, но виду чиселъ г^ «Г-ч-Г!, 2сГч-г1, 
Ы-^г^ мы узнаемъ, какого изъ четырехъ видовъ: 8тч-1, 
8т ч- 3, Вт ч- 5, Вт >ь 7 числа выражаются каждою изъ линей- 
мыхъ Формъ 

4сг]рч-г, 6с?лгч-^ч-Г1, 4Дг-^2Л'^Гх, 4сйгч-8(Гч-Г1, 

Я МЫ увидимъ, который изъ нихъ долящы ((ыть выкинуты, 
опред'Ьливъ, какихъ изъ четырехъ видовъ Вт-н1, Вт+.З, 
8тч-5, 8т-ь7 получаются числа изъ Формы а»^ -н 2&и(; -н С!;^ 
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Для этого мы замЪчаемъ, что относительно и ж V можно сд^ 
лать только девять предположенШ: 






« =4* 



1* = 2Л -♦- 1 
V = 4в ч- 2 



!;=2в 



Ф =4в 



5 = 4в-1-2 



«♦ = 2*4-2 
V =2ач-1 



« = 4Ач-2 

«;=4«+2 



и»»4Я; 
V =4в 



изъ воторнхъ четыре 






V =48 



2 
2 



14 = 4* -I- 2 

« ==4в 



не должны им^ть ]гЬста: ибо въ них'ь значеше аи^ + 2ЪиV •+- со^ 
будетъ всегда число четное. Что же касается до остальныхъ 
продположешй', то д'Ьлаа въ форм^ аи^ ч- 2Ът ч- сь^ 



11 = 2* -1-1 
г;=2в-н1 



и=2к 

«; ==4в 



и==2*;-н1 
«е=4в +-2 



V =2в-ь1 



а = 4А;» 
1;=25 + 1, 



МЫ находимъ результаты такого вида 



8^ -н а -§- 26 ч- с, 8^V^ -ь «1 , 8^г ч- а н- 46 -н 4(?,^^з ч- 4в ч- 4& -ь с, 

8-^4 -н с, 

гдй 8^Г, 8^1, 8ЛГа, 8-ЛГз1 8-ДГ4 означаетъ сововунность вс4хъ 
членовъ, им^^ющихъ множителемъ 8; сюда же относятся 
члены 4 (к^ -4- Л), 4 (5^ ч- 8), которыя на 8, очевидно, дЬ- 
лятся. 

Отсюда сл%дуе1ъ, что числа, опредФляемня формою 

морутъ ИМЕТЬ какой либо изъ видовъ Зп» ч- 1, 8т -н 3, 8т -ь 5, 
8тч-7 только тогда, когда этого вида есть' число между а, с, 
ач-2Ь-1-с, 4а-|-4Ь-4-с, ач-4Ьч-4с, и этимъ определяется, ко- 
торый изъ четнрехъ Формъ 

4(йгч-Г1, 4(Глг-ьсГч-Г1, 4с?вгч-2<1-ьг1, 4сГ<вгч-ЗсГч-Г1 

могутъ выражать нечетныя значешя аи^ ч- 2Ьт + сг;^ и кото* 
рыя должны быть откинуты. 

Покажемъ это на прим'Ьре. 

Мы видели, * что всФ нечетные д'Ьлители (х^ -н 26у^ пред- 
ставляются формами 
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Чтобы опред'бдить линейнин Формы чнселъ, представляемыхъ 
первою, мы замЪчаемъ, что въ ней коеФФИщентъ и^ не нмъетъ 
общаго делителя съ опред'Ьлителемъ Формы; поэтому къ ней 
можетъ быть приложена теорема 63. На основанш этой тео- 
ремы мы завлючаемъ, что вс^ значешя м^ч-26г;^ по модулю 
26 будутъ сравнимы съ тЪми же числами, съ которым; срав- 
нимы 8начен1я 1^ +- 26 при 2 » О, 1, 2, ,25. Но наимень- 

Ш1Я числа, сравнимыя съ 

02-Н26, 12-Н26, 22-1-.26 ,25>-+-26 

по модулю 26, МЫ находимъ въ остатв'Ь, получаемомъ при Д'Ь- 
ленш этихъ чиселъ на 26. Определяя эти остатки, находимъ, 
что всЪ они равны 

о, 1, 4, 9, 16, 25, 10, 23, 12, 3, 22, 17, 14, 13. 

Откуда заключаемъ, что съ этими числами по модулю 26 
сравнимы и вс% значешя !4^-+-26г;^, а по11>му эти значешя 
должны представляться Формами 

26т и- о, 26т 4-1, 26т-»- 4, 26т-»- 9, 26т -#-16, 

26т + 25, 2вт+10, 26т-»- 23, 26т -1-12, 26т -^-3, 

2бт-»-22, 26т -4-17, 26т-»- 14, 26т-»- 13. 

Но Я8ъ нихъ ТОЛЬКО Формы 

26т -н 1, 26т -»- 9, 26|п -»- 25, 26т -»- 23, 26т -»- 3, 26т -»- 17 

даютъ числа нечетный и проетыя съ 26; ихъ мы только и 
оставимъ. Д']^лая 1$д%сь т = 4^, 4^4-1, 4^ + 2, 4^ег+3, мы 
выводимъ 

1049-»-1, 104в?ч-27, 104;8г-1-б-^, 104гг-н79, 
104вг-ь9, 1042-4-35, 104гг-»-61, 104ег-»-87, 
Ю^е -^ 25, 1048Г -»- 51, 104ег -»- 77, 104? -»- 103, 
104?-»- 23, 104гг-»-49, 104? -+-75, 104?-»- 101, 
104г-ьЗ, 104;?-+- 29, 104?-»- 55, 104аг-+-81г 
104>?-1-17, 104г-ь43, 104гг-»-69, 104«гч-9б. 

Но чтобы узнать, которыя изъ этихъ Формъ должно оставить 
и который выкинуть, мы должны опред&шть, кав1я изъчетырехъ 
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видовъ 8т -1-1, 8т-4-3, 8т-*- б, 8т ч- 7 им^^ютъ числа, по- 
дучаемыя изъ Формы и^-^26V\ Мы вид&ш, что вообще даа 
формы аи^ -н 2Ъи/о ч- е!;^ это опред'Ьляется видами чиселъ 

а, с, а -+-26-*- с, 4а-н4Ь-#-с, а "^46 -4-40. 

Отсюда для Формы и^ + 26г;^ выходить 

1, 26, 1-1-26, 4-1-26, 1-ь4.26.. 

Но здЪсь нЪтъ чиселъ вида 8т -ь 5 и 8т н- 7. СлЪд., въ 
найденннхъ нами въ Формахъ мы должны откинуть т^^, кото- 
рыя даютъ числа этого вида. 

ТаЕЪ, зам-Ьчая, что 53, 61, 77, 29, 101, 69 суть вида 8т -н 5, а 
числа 79, 87, 103, 55, 23, 95 вида 8т -§-7, мы отвидываемъ 
Формы 

104ег-н53, 1040-1-61, 104^-1-77, 104зг-|-29, 
1048г-*-101, 104ггч-69, 104г-1-79, 104?-*- 87, 
1048Г -#- 103, 104ег -+- 55, 104? -н 28, 104? -н 95, 

я у насъ остаются сл']^дую1щя: 

104^ -*- 1, 104? -ь 27, 104? -*- 9, 104? -*- 86, 
104? -1-26, 104? -1-61, 104^-*- 49, 104? -#-76, 1О40-+-3, 



.04^ -*- 1, 104? -ь 27, 104? -*- 9, 104? -*- 
26, 104? -1-61, 104^-*- 49, 104? -#-76, 
104? -*- 81, 104? -ь 17, 104? -*- 48. 

^ тйПАТп; литтййття дптш итжол'яге. 



Расвроемъ теперь дииейныя Формы чиселъ, опредЪляемыхъ 
квадратичною формою 2и^ + 13г;1 Но въ этой форм^Ь нельзя 
прямо приложить теорему 63: ибо въ ней воефФнщентъ и^ 
есть 2, число непростое съ опред'Ьлителемъ -^ 26. 

Поэтому, мы должны предварительно эту форму преобразо- 
вать по способу, показанному нами выше. Для этого, замечая, 
что обпцй наибольш1й делитель 2 и 26 есть 2, мы ищемъ а, 

^ ^ 2а-1-0 ^^ 

которое бы обратило — » — ' или а, въ число простое съ 26. 

Этому условш удовлетвораетъ 1, а потому для преобразввашя 
Формы 2ге'-ь13«;^ вносимъ въ нее Пч-и яд^ м^Ьсто !;, черезъ 
что она обращается въ следующую 

15и''1-2б1«17-*-18Ц». 

Получивъ тавимъ образомъ Форму, въ которой первый косф- 
Фищевтъ число иростое съ опред'Ьлнтелемъ —-26, мы на ос- 




• • 
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воваши теоремн 63 заключаемъ, что ея значеша по модулю 
26 будутъ сравнима съ остатками, получаемыми при дЪленш 

16.02 -»- 26.0 -ЫЗ, 15.1 2 -ь 26.1 -ЫЗ, 16.22 -4- 26.2 ч- 13, 

, 16.262 ч- 26.25 ^ 13 на 26. 

» 

Но 8ТН остатки мы находимъ равными числамъ 

13, 28, 21, 18, 19, 24, 7, 20, 11, 10, 6, 8, 15, 0; 

сл^д., ПО модулю 26 сравнимы съ НИМИ ъ(Л значен1а 15и^+-26 
и ^4-1827^, а потому они могутъ быть представлены Фор- 
мами 

26т + 13, 26т + 28, 26т -ь 21, 26т + 18, 

26т н- 19, 26т -§- 24, 26т н- 7, 26т -ь 20, 26т н- 11, 

26т ч- 10, 26т ч- 6, 26т ч- 8, 26т ч- 16, 26т + 0. 

Но ИЗЪ ЭТИХЪ ФОрМЪ ТОЛЬКО ** 

26т ч- 21, 26/ЛЧ-19, 26т ч- 7, 26т ч- 11, 26тч-б, 2бтч-16 

даютъ числа нечетныя и простыя съ опредФлителемъ — 26 
ихъ мы только и оставляемъ. Д^^лая здЪсь т"» 4^^ 4дг ч- 1 
4^^ ч- 2, 4^ ч- 3, мы изъ этихъ Формъ выводимъ 

104? ч- 21, 104ЛГЧ-47, 101е?ч-73, 104? ч- 99, 
104? ч- 19, 1048Г ч- 45, 104 : ч- 71 , 104? ч- 97, 
1042Г ч- 7, 104^ ч- 33, 104^? ч- 69, 104? ч- 85, 
104ХГ ч- 11, 1042Г ч- 37, 104г ч- 63, 104г ч- 89, 
104^? ч- 6, 104^ ч- 31, 104г ч- 67, 104;? ч- 83, 
104гч-16, 104? + 41, 104гч-67, 1042 -|- 93. 

Но такъ какъ члсла, выражаемый Формою 

151*2 ч-26иСГч- 13 С7*, 

не могутъ быть вида 8т ч- 1 и 8т ч- 3: ибо ни одно изъ чи- 
селъ 

16, 13, 15 ч- 26 ч- 13, 4.16 Ч-2.26 ч- 13, 16 ч- 2.26 ч- 4.13 

не есть этого вида. Поэтому изъ найденныхъ линейныхъ Формъ 
мы должны выкинуть всЪ, которыя даютъ числа или вида 
8т-1- или 8тч-3. 

ЗатЪмъ, для выражешя чиселъ нечетвыхъ и простыхъ съ 
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011ред']&лителемъ, получаемнхъ лзъ Формы 1Ьи^ч-26и1]-^1ЪО^; 
остаются 

1042-1-21, 104ег-4-47, 104г;-ь45, 104^г-#-71, 
1042 н- 7, 10^г-^-8Ь, 104а: -1-37, 1042-1-63, 
104;8г-ьб, 1048Г и- 31, 1012 4-15, 1042 4-93. 

Чтобы найти всЪ линейные д'Ёлители х^ н- 26у\ нанъ ос- 
тается найти линейныа Формы для выражешя чиселъ, опредЪ- 
лаемыхъ Формами 

3^2 н- 2иV •+- 9«?^ бг«2 -*- 4а» -*- 6г?2. 

Но п^)и этомъ мы находимъ для Формы Ъи^ -ь 2т -+• 9ь^ тЪ 
же линейныя Формы, каБ1я нашли для и^-^26V\ а для Формы 
Ьи^ -^ 4сиV -♦- 6V^ т* же, каия нашли для 2и^ ч- 1 Зг?^. Итакъ, 
всЬ нечетные дЬлитеди Формы х^-*-26у\ простыя съ 26, опре- 
деляются следующими Фермами 

1048Г-1-1, 1042^3, 1048Г-1-6, 1042-1-7, 
1042 4- 9, 104г •+- 16, 104^ -+- 1% 1042 -4- 21, 
1042 -ь 26, 1042-1-27, 1042-1-31, 104г-н35, 
1042 -ь 37, 104г?-1-43, 1042 -+-45, 1042-4-47, 
1042 -н 49, 104гг-»-51, 1042-1-63, 1042 -ь 71, 
1042-^75, 1042-1-81, 1042-^85, 104зг-ь93. 

Такъ, СЪ помещш квадратичныхъ Формъ могутъ быть опре- 
делены линейные д4лители х^ ± 1)у\ будет© ли число про- 
стое или составное. Но чтобы при определешн ихъ не де- 
лать лишнихъ выЕладоБЪ, мы поЕахемъ теперь средство узна- 
вать, что ввадратичныя Формы делителей х^ + Ву^ приво- 
дятся къ одннмъ линейнымъ Формамъ, вавъ въ предыдущемъ 

примере 

м2-ь26«?2 Я Зи2-4-21»»-1-9о2, 2и2-|-13о2 и Ъи^ ч- 4иЧ -^ Оь^, 

Для ЭТОГО, мы доважемъ следующую теорему: 

64. Теорема. Если аи^-^ 2Ът -ь сг;^, а, (7* -+- 261 ИУ-^с^ У 
суть квадрстичныя фермы дплителей а? — йу^^ и а, а^ числа 
простыя съ еГ, притомъ а, ^ аР -н 26? -н с (мод. Д), «Ль I какое' 
нибудь число; то можно найти х^ удовлетворяюилМл сраенетю 

а|Ж'-ь2Ь1а!-1-С1 ^асу^ч-гбач-с {мод. й). 
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Доказательство. Въ самоиъ д^лЪ при а и а, простыхъ съ 
й сравнен1е 

аЧх (бца?* 4-26105 -4-01)5=0% (аа^ -#- 2Ьа -4- с^ (мод,6Г) 

можетъ быть сокращено на а', а^ и такинъ образоиъ оно при- 
водится къ 

йхХ^ -н ^Ъ^х ч- С1 ^ оа* -ь 25а -*- с {мод. Д), 

котораго возможность им^мъ въ виду ^^оказать. Но сравнеше 

а^Ох {ахХ-^^ЪхХ-^Сх) ^1=0^01 (аа^ -н 26а -н с) {мод, (Г) . 

I 

ножетъ быть такъ представлено: 

{аа1Х-^аЬхУ^а^(Ъх^-^(НС1)'^аах {ал'\-Ъу — аах(Ь^--ае){мод, (?), 

гд4 Ь,^ — а^с^, V — ас равны Ф. ибо, по положеваю, 

01 С^ ч- 2б1 СГГ-ь (ч 7*, айЧ- 2б«*«? -♦- с«2 

суть Евадратичныя Формы д]^лителей я;^ — е^^ (см. теор. 59). 
ВслЪдств1е чего, предыдущее сравнеше приводится къ такому 

(001» -н «61)2 ^^ 001 (оа -1-^15)2 (люд. (Г). 

Это же сравнеше удовлетворяется, если 

оо1а; +- 0^1 ^ (аа ч- Ъ) {а! ч- Ъ) {мод, 3). 

Чтобы убедиться въ дтомъ, замФтимъ, что для этой вели- 
чины аа^х + аЬ^ оно приводится къ 

(оа ч- 6)2 (о/ ч- 6)2 ^ 001 (оач- 6)2 {мод. сГ). 

Но (а^ ч- 6)^ сравнимо съ а,а^ по модулю с7: ибо, по пологен1Ю, 



01^072-1- 26^4- с {мод. (У); 



откуда выходить 
или 



001^0 (а/2ч-26/ч-с) {мод. «О, 
001 ^ (о? ч- 6)* — (62 — ас) {мод. Л), 



и, слЪд., аа^ == {а1 ч- 6)^, потому что Ъ* — ас есть еГ. 
Итакъ, чтобы удовлетворить сравненш 

01^2 ч- 26105 ч- С1 ^ оа2 ч- 26а ч- о (люд. <^, 

необходимо только найти х^ для котораго 
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авнл и- 0^1 ^ (оа -•- Ь) (а/-ь5) (мод, <^, 

ЧТО не представляетъ ни какой трудности: ибо зд^сь х въ пер- 
вой степени и воеФФищентъ его аа^ число простое съ моду- 
лемъ Л. 

Тавъ уб&вдаеися въ справедливости предложенной нами тео- 
ремы. 

На основашн ея и «теоремы бЗ-й мн завлючаемъ, что если 
а будетъ сравнимо по модулю Л еъ вавимъ либо значешемъ 
а{^-4-'2д7н-с, то числа, опред&кяемыя Фермами 

будутъ сравнимы съ одними и тЪми же числами; а потому вакъ 
для той, тавъ и для другой линейныя Формы вида тсГч- г бу- 
дутъ одн% и тЪже. 

Что же касается до Формъ вида 4т(7-+- г, то мы ихъ легвовы- 
ведемъ изъ Формъ вида пмГч- г, и на основати показаннаго нами 
способа выводить эти Формы видно, что он-Ь для ау? -и ^Ьи'о -ь со^ 
и а, 17* -н 2^1 ИУ-^ с, У^ будутъ различння или одинак1Я, смо- 
тря но виду чиселъ а, в, а -1-26-4- с, а„ с,, а, -+- 2614-61 при 
(Гнечетномъ и по виду чиселъ а, с, а -+-26 -не, 4а -ь 45ч- с, 
а -4- 46 ч- 4с, а„ с^^ а^ -♦- 26, -не,, 4а ч- 46, ч- с,, а, -ь 464 -н 46^ 
при (?четномъ. Этимъ мы оканчиваемъ теорш д^^лителей х^Лу^. 
Въ вонцЪ Бниги помещены таблицы линейннхъ Д']^лителей Фор- 
мы х^-^Лу^ для всЬхъ значешй е7, нед'&лящихся на квадратъ, 
отъ (Г» 1 до е7а 101. Эти таблицы имЪютъ весьма важныя 
приложешя, вавъ мы увидимъ въ следующей главЪ. 



ГЛАВА УШ. 

Придожеше теорш сравнешй еъ раадоженш чиселъ на 

простые множители. 

§ 48. Въ завлючете Теорш сравнешй, мы покаяюмъ, ка- 
Бимъ образомъ^ на основашн «ея, можетъ быть упрощено раз- 
ложеше чиселъ на простые множители. 
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Известно, что для раздожешя числа А на простые нно- 
жители мы должны отыскать наименьшее простое число ко- 
торое д&1итъ Л: если это число есть а, то Д'Ьлитъ Л на а и 

искать наименьшее простое число, которое д&штъ —; если это 

число есть р, то искать наименьшаго д^Ьлителя ^ и продол- 
жать это до т^къ поръ, пока дойдемъ до частнаго. которое не 
д'Ьлитса на всЬ простыл числа, не превосходящш его квад- 
ратнаго корня. Это частное будетъ число простое, и произве- 
дете его на а^... будетъ искомое разлохенхе число Л. Та* 

кимъ образомъ разложеше чиселъ на простые мнохители при- 
водится къ изслЪдован1ямъ, чта данное число им'Ьетъ-ли д^^ 
лителед, или н^Ьтъ, и если им'Ьетъ, то какой наименьшШ изъ 
нихъ. Но эти изслфдовашя представляютъ большая трудности 
для чиселъ значительннхъ. Такъ, на началахъ Ариеметики 
наименьшаго д'&1ителя числа N мы должны искать между 
вс^ми простыми числами, меньшими 1/^, пробуя на нихъ де- 
лить N. Но танихъ чиселъ будетъ много, если N велико, и 
намъ не рЪдко придется испытать значительную часть ихъ^ 
прежде чЪмъ попадемъ на д&хителя N. Еще бол^е трудности 
встр'Ьчаемъ при N простомъ; въ этомъ сдуча'Ь мы должта 
будемъ испытать д^имость N на всЬ простыя числа до УN. 
'Ахъ^ на началахъ Ариеметики изсл^доваше состава какого 
нибудь числа, превосходящаго 1000000, потребуетъ не рЬдко 
болЪе 160 Д'Ёлешй; ибо чиселъ иростыхъ меньшихъ [/ЮООООО^ 
или 1000, находимъ 168. На основанш Теор1и сравнешй эти 
изыскан1я значительно облегчаются: мы можетъ по виду дан- 
наго числа опред^^ить видъ всЬхъ возможинхъ двигателей его, 
и намъ остается только испытать числа этого вида. 

§ 49. Мы начнемъ съ частнаго случая, особенно зам^Ьча- 
тельнаго, и покахемъ, какъ могутъ быть опред^^лены формы 
д&1ителей чиселъ вида а^ ± 1, для которыхъ, на основашн те* 
оремъ У-й главы, не трудно доказать следующее: 

65. Теорема, Если р нечетное число и дллитъ а^-%-1^ 
пю р я'ожетъ быть вщажено формою ^д» ч- 1, %д1ь о (^ди- 
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тель т (включая сюда и 1), а число простое съ — ; гфшпожь р 
доАоюно дгьлгипь а* — 1. 

Доказательство. Если о есть общи навбольш1й д&штедь 
р — 1 и т, то числа ^^^5 — ц-йлня и простня между со- 
бою. Полагая первое изъ ншсъ равнннъ 0у будетъ нм^ть 

откуда р=0;2Г-|-1. 

Шиъ остается теперь доказать, что р будетъ д^^лить 

а* — 1. Для этого мы зам-Ьчаемъ, что делимость а"* — 1 на р 
выражается сравнешемъ 

которое, по теореме Зб-й, при |)— 1 и т, имЪющихъ общимъ 
наибольшимъ д'Ьлителемъ о, предполагаетъ 

аь ^1 = (мод.р) 

и, слЪд, делимость а^ — 1 на |), что и следовало доказать. 
Изъ этой теоремы легко вывести сл^Ьдующую: 

66. Теорема. Если 2п>+- 1 число простое^ то простые нв' 
четные дп^лители а***"*"' — 1 должны быть вида 2 (2п-#-1) ^ег-н! 
или дп^лить а — 1; прытомъ, она долоюны быть делителями 
формы х^ — ау\ 

Доказательство. Если р нечетное число, то оно можетъ 
быть такъ представлено 2У-«-1. Но эта форма при де- 
лимости N на 2П-1-1 приводится къ такой 2 (2й-+-1) е-^!. Въ 
томъ же случае, когда N не д'Ьлится на простое число 2п-н1, 
число 2N будетъ простое съ 2п-+-Х.Но, если1? дЬлитъа**"*"' — 1 
и выражается черезъ 2^-1- 1, гд* 2К простое съ 2п -+- 1, то 
по предыдущей теореме оно должно д'Ьлитъ а — 1, Итакъ, р 
должно быть вида 2 (2п-+-1) ^е^-•-1 .или делить а— 1. 

Докажемъ же теперь, что р должно быть д'Ьлителемъ фор- 
мы х^ — ауК Въ этомъ не трудно убедиться: рдЬлитъа*^"*"' — 1, 
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и, сл4д., д-Ьлнтъ а(а^^^ — 1), а это приводится къ (а**"*"*)*- 
вражетю вида а^—-ау*. ' 

Замечая, . что при а=»2 никакое число не д-Ьлитъ а — Ь 
делители же а^ — ау^, по .55-й теорем1^, должны быть одного 
взъ двухъ видовъ: 8т -ь 1 или. 8т — 1, ип на основанш дова- 
занмго нами завлгочаемъ, что всЬ п^остве делители 2'^"^'— -1 
при 2п -♦- 1 лростомъ должны быть вида .2(2п -§- 1) -?-+-!, и въ 
тоже время должна боть одного изъ двухъ видовъ: 8т -^ 1 
или 8т — 1. Опред-Ёливши такимъ образоыъ видъ д^^лителей 
числа 2^"^^ — 1, не трудно найти ихъ во воякомъ частноиъ 
случа'Ь, ОЛИ уб']^диться въ отсутствхи ихъ. 

Тавимъ образоиъ Эйлеръ нашелъ, что 

2=** -1=2147483647 • 

• ♦ • » 

есть число простое, и это естъ самое большое простое число 
доселе пзв^Ьстное. 

Подобныкъ образомъ на основан1И довазанныхъ нами тео* 
рекъ легко изсл'Ьдовать составъ всякаго числа, онред'Маеиаго 
формулою а"* — 1. 

Переходимъ теперь къ числаа:ъ вида а^-н!, и относитель- 
но ихъ д']^лителей доваа;емъ сл'!'|Дуюп;ую теорему: 

67. Теорема. Если р простое нечетное число и ()1ьлгтъ 
а"*-»-1, то р можетъ быть такь предетавлещ 2о2-*-1, %дп> о 

дплитель т (не исключсм 1), который въ частномъ — даетъ 

чис40 нечапное^ г число простое съ- ^ притомъ р должно дгь- 



т 
ь 
лить а«>-|- 1. 



Доказательство. Д-блимость а^-^1 на р внрг.жаетсясра> 
нетемъ 

а*" -ь 1 ^ О (мод. р\ 

которое, по 39 й теоремЬ, предполагаетъ 

а^ 4-1 = (мод. р), 

• - • 

гд4 о общ1й наибольшй делитель т и р— 1, который въ част- 
вомъ ^^^ долженъ дать число четное. Полагая это частное 
равнвмъ 2а^ найдемъ 

Чебышввъ. Твор1я оравж. ^2 
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^=1^2г; 



И ед^оватёдьво 



т 



Но нетрудно убедиться, что зд^еь с число иростое съ 
9 д частное — число нечетное. Въ самомъ х^кжФ^ число «)^, 
будучи общшъ ваибольшимъ дЪлител1Я1Ъ р—1 и ш, въ част- 
ныхъ ^^^9 — дожжно дать числа оростга нежду собою. Но 
и^вое есть 2^^ и оно не иначе мохеть бБггь лростымъ съ 
^9 какъ при нед1Ьиности — на 2, и отсутстшн общихъ д^« 

лителей въ — и ^г. 

Намъ остаемся доказать, что р долженъ делить а" -1-1; но 
это сл'Ьдуетъ изъ сравнен1я 

а«»-Ы =0 (мод, р), 

которое мы вывели выше. 

Изъ этой теоремн, касъ частный случай, выходятъ та1ия: 

68. Теорема. Простые нечетные дллителичг4€МАа^''^^'*-1 
при 2П-4-1 проетомь доло/сны быть вида 2(2п-н I) ^г-1-1, или 
дтыгить а-н 1. 

Доказательство, Есла р нечетное число, то с но мохетъ 
быть такъ представлено: 2^-ь1. Но эта форма, при д-блиностн 
^У на 2пн-1, приводится къ 2(2я-#-1) хг-ь!. Въ том'ьхе 
^уча%, когда N не д'Ьлитеа на простое число 2п-4-1, число 
N оростое съ 2п -*- 1, и д-блимость а^""*~* — 1 на 1> » 2-У-+- 1 
по предыдущей теоре]гЬ, предполагаетъ делимость а ч- 1 на 
это число, что и сл']^довало доказать. 

■ 

69. Теорема. Всгь нечетные дгъмтели числа 2^-*-1 долж- 
ны быть' вида 2. 2'*-1-1. 

Доказательство. По теорем^^ 68-й всЬ нечетные д'Ьлителй 
2***-*-! могу№ быть такъ представлены 

2. (1>^?-ь1, 
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тл^ и есть д^^итель 2", воторый въ частноиъ — даетъ чаело 
нечетное. Но этому условш удовлетворяетъ только а <= 2", 
сд^ ВСЁ нечетные д1иитедЪ 2^" -+• 1 долхна црвдставдятьса 

ТКБЪ 

2. 2''г-4-1, 

что п (21Ёдовало доказать. На основа&1Е трехъ носл^ннхъ тео- 
ренъ легко найти делителей чисда, нж^Ьюо^аго видъа"'-н1, влк 
убедиться, что оно не ин'Ёетъ д'блителей. 

Для примера, возиеиъ числа 65537 я 4294967297, яаъ во- 
торыхъ первое равно 2*' -•- 1; второе равно 2^' -»- Г 

По носл'Ёдней изъ дожаванныхъ нанн теоремъ, дйлнтелн 
65537 должны бн1ъ вида .Ч2гн-1. Д4лая зд4сьг= 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, иы находимъ, что веб числа этого вида и кень- 
Ш1Я 65537, суть 

33, 66, 97, 1 

Но изъ нихъ только 97 
эти числа не д^ятъ 655 
есть число простое. 

Цо той же теореме, ^ 
ви^Ьеиъ Фориу 64^^ -•- 1. Д^ 
денъ ВСЁ чнсла этого вид| 
атння числани нв находим 

183, 2Б7. 

Д^ля на нчхъ 42^496 
делится на 641. 

Этот! прим:{|ръ особе 
опровергаетъ мвфше Ферм 
суть оростня, 

§ БО. Мв вид'Ъли, как 
сраваен1б облегчаешь язсл^ 
форму а'Н:]. Теперь пова] 
числа Л мояетъ бить най 
съ иеаначвтельньпи велнч 
или данвое число Л, или в 
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дуть ли эти форин впрвя&ть л, иди кратное Л, дЪ^птели А 
будутъ д'Ьдвтеляии этвхъ Форнъ, и, сх^Ёд., видь вхъ опред^)- 
двтся во способаиъ, пОЕазпниннъ въ предыдущей тлавй, или 
нкйдется изъ нашихъ таблнцъ делителей х' + ау*, если а ие . 
превосходитъ 101. 

Каюе бы ни било число А, или кратное его кА, жокно 
всегда выразить его «ориою вида х'±ау*. Тавъ, приникая 
аа е какое внбудь числа, ва у наибольшее число, ввадратъ 
хотораго дглитъ разность А — хг, и полагая частное — у рав- 
ннжъ а,.буденъ нкйть 

V* 

откуда нолучаенъ.для А такое ввражеше 
^ = «' + ду'. 
Подобншгь образожъ жогутъ быть выражены 2 Л, ЗЛ.,.-ВсЬ 
полученныя такинъ образонъ формы будутъ блужвтъдляооре- 
Д'Ьлен1я д^^ителей А. Но изъ нвхъ наиболее выгодны т^Ь, въ 
воторыхъ а пжЪетъ незначитеиную величину: ибо какъ жожяо 
было 'зан^ктить въ теорш д1к1ителей квадратвчннхъ форнъ, 
ч^нъ неньше а, т^ъ проще формы д^нтелеб х'+ау'. По- 
дгону изъ всФхъ воажояныхъ ВЕ1ражеи1й А, или вратн&го А 
Форнаяя вида х*±ау* иы должны выбрать 1% въ которыгь 
а неввачнтельное число. Для нЬкоторыхъ чиселъ эти Форкы 
легко жогутъ быть найдеан нелосред1пвенио. Такъ, не трудно 
8аи4тить, что 10001 = 100' -•- 1, 3. 3337 = 1000' -*-11. и. т. п. 
Но вообще таки «оржы жогутъ быть найдены на основавш 
сл^ующей теоремй: 

. 70. Теорема. Если ^е', ^уЛ^у..~. етл ряд» чисел», въ ко- 
к каждые члвт (^^, подаула предыдущила опредлляется 
темь 

! же два суть I, Л- {Е\/~АУ; . то аеясая ил ;)5о1ш» 

у,'*дп Ц роет 

Звиою Е ми опач»» ад-Псь «же, что т § Зв. 
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(— 1) « + Р + Г ^а,^рЛ„ 

способна^ выражать А или кратное А. 

Доказателытвь, Прежде ч^мъ пристуаимъ къ этому доЕа- 
вательству, замЪтимъ, что ряды 

<Го. сГ,,/?2г— 1^-4 -<?1бГв, уА — с^^!, К-4— (/зсГг, 

состоитъ изъ чпселъ ц'Ьлнхъ. По положешю еГ^ = 1, е?! = -4 — 

(ЕУАУ\ отсюда ойдуетъ, что сГо, (?„ УА — Л^Л^ суть числа 
Ц&1НЯ. Но если эти количества числа ц&гыя, то и веЪ осталь- 
ння, заЕлн>чающ1яся въ рддахъ, 

не нотутъ И]г6ть значенШ дробннхъ или ирращона льнпхъ: ибо 
но уравнешю 



<?« 



взъ котораго внхидитъ также 



<Г,+.=«Г„^.,+21/4-еГА_. Е1/2ЕМ^1±к2_ 



«» 



,1„[е^-±1Щ=1±}^], 



количества й?„^, Уа^—Щ^^^х не могутъ имЬть значешДдроб- 

иыхъ или ирращональныхъ, если Л^^^ , Д»,1/-4 — йГл^л_1 суть 
числа ц-блыл. 

На основаиш этого, зная, что с^о^ ^^^УА — ^о Л^ числа цЬ- 



лыя, мы заключаемъ что Л^Уа — Д; с?, им Ьютъ значенш дЬ- 
лыя; зная, что (?1, с^^, У А — с?|е<2 им4ютъ значешя цЬлыя, за- 
ключаемъ, что йз,]/-^— ^3^2 числа ц4лыя, и т. д. 

Пристуивмъ теперь къ довазательству предложенной намк 
теоремы, и изобразомъ буквами д^о/^п ^а ^п.1 значен1я 

которыя, какъ вид'Ьли, в(Л суть числа ц'Ьлыя! Им%я таввмъ 
образомъ 



1^4— сГд— 1(?„«.а=д^д_2, 1^4 — ^п^п— 1=л;п— 1, 
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« 

МЫ Н8ъ этихъ уравнетб внводим;ь 

* • 

воторня иначе напишутся такъ 

(жо н- ^А) (хо — 1/^35 =- с[,^о, 
(«, - [/ЗУ (Ж2- 1/^2)"=— сТзсГг, 

\ •••■•••'•••••••••■а •••••«••« 

(ж„ _ 2 -ь 1^3Ма;„ _ а — 1/1)== — <г'„_1еГ^_2, • 
(ж„— , -4- ^^)(ж„_, — 1/Л) = — (?А-1- 

Перемножая всё эти уравнёшя между собою, находимъ 

(хо -+- УА)(х, ч- 1/1У(а52 -*- 1/^. . К-2 -4- 1/ЗУ(*п_1 -НК1ГХ 

(хо— \/А){х, — КЗУСжг— 1^4У.... (л?п_2 - 1/3)"(ж«_1 - К1)" = 

(-1) '^^о^Г'^гК . . с[\ _ ^ а^. ' 

I 

Но, перемножая между собою внражен1я 

Я!о± УА, XI ± /I", Ж2 ± /Т,.. ;Г„— 2± 1^1^ Жп-1± ^^ 

МЫ находимъ произведете такого вида 2п±У„|/^ гдЪ 2„ и У^ 

числа 1^1ЫЯ. 

Всл^дств1е этого, предыдущее уравнеше приводится къ 
такому 

. (Х„ -+- Г„ I/ 4) (Х„ ~ Уп 1/2)=(-1) «еГосГ, «(Г,^ • . -йп^-сГд. 

« 

Полагая же зд-Ьсь Л^Л^ ^п— 1'=^п, и зам'Ьчая, что йо*»! 

мы находимъ 

, (Хп-^Тп УА)(Хп - Гп УА)=^ (-1)*^п*^п. 

Такое- уравнеше ны найденъ для всякаго значёшя п. ДЪ- 
лая здЪсь п = а, п=-§, п = 1^, , мы буденъ тгЬть 

X а-*- Уа 1/1)"(^а - ^а КЗ) =(=1);^ ^а, 
Хр + Гр 1/3)(Хр-Гр [/!) = (- 1) Р^р«Гр, , 
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а эти уравнев1а, по перемножеши, дадутъ 

(.^а +Ц У^ (^р +5"? 1/3) (X ^ -ь Уу\/1). ... X 
. (Х^-Уа]/А)(Х^-Гр\/1)'{Ху-Гу\/А)....= 
(—1) «"^Р-^Т-^ 2\2'^ггу ^а^^^у 

• .1 . 

Но, перемнохая мехду собою вараген1Я 

МЫ находимъ прои8ввден1е такого вида Х+У [/Л^ гд* X, Т 
числа ц-Ёлня. ВслЪдетв1е чего предыдущее уравнеше приво- 
дится въ такому 

а это, по расБрыт1И скобокъ, даетъ 

Х^ -. У'А = (-1) а-4-рн-у-н.... г^щ^гу^,^^^^^^ 

ЕЛИ у — (- 1) '*-*^Р+^-^--(Га(Гр(Гу ....(^а^Р^у....)' = ^1 Г". 

Откуда видимъ, что Форма 

приа = ( — 1) *'*"Р"*"^"^-еГаеГрй"-у будетъ выражать число 

кратное А^ если х примемъ равнымъ X, я ^ равнымъ^а^^р^^у..? 
что и следовало доказать. 

На основаши этой теорема, опред'Ьливши числа 

(Уо, ^1, <^2» .•.. 

МЫ найдемъ множество Формъ вида я^±аг^, которыя будутъ 
способны выразить кратныя А. 

Въ' этихъ Формахъ а определяется произведенхемъ какихъ- 
либо изъ чиседъ . 

^0, ^гу ^2, , 

I 

Я между различными сочетан1ями этихъ чиселъ мы выберемъ 
так1я, воторыхъ бы произведете привелось къ точному квадра- 
ту съ незначительнымъ множителемъ. Принимая так1Я про- 
изведешя для опредЪлешя а въ формЪ ос^ ± ау\ и выкидывая 
изъ состава а точные квадраты по § 46, мы получимъ Форм1Г 
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еъ невначптельными воеффищентаии, и эти то Формн, на осно- 
ваши свазаннаго нами, послухатъ для опред^Ьлешя д1^лителеА 
А *). Если бн мы не нашлл такниъ образомъ достаточнаго 
числа различныхъ формъ, то мы бы стали по предыдущей тео« 
реи'Ь искать формы, выраакаюпця кратныя 2^, ЪА^ 4^,.--т 
и между ними выбрали бы удобныя для опред'&яешя д'Ьлите^ 
лей А. 

Для примера возьмем ь число 8520191. Не останавливаясь 
на формахъ, которыя могли бы быть открыты иепосредстпенно 
для выражен1я 8520191 или вратнаго 8520191, мы будемь 
искать ихъ на основанхн предыдущей теоремы. Для этого мы 
опред'Ьломъ числа 

ло уравненхямъ 

.йо = 1, е^1 == 8520191 — (]Е1/ 8520191 Д 
1/ 8520191~(Гп^.(Гп =<Гп Е^^^^^^^'^п^>'-^ -1- / 8620191 _ 



. сГ, 



1^8520191— <1А-1- 



Изъ этихъ уравнешй находимъ 



йо « 1, 

а^ == 5467, 

4г = 370, 

сГз = 4319^ 



€^4 = 1813, 
<2» = 2630, 
(Г. = 3186, 
Ч = 203, 



(^ = 1169 
(Те =4223, 
с?1о = 242, 
(Г^/= 1365, 



(?12 = 593, 
(113 я= 2854, 
сГ14 = 2965, 
<^15 = 871, 



(Гц = 1210, 



Разлагая здФсь числа на простые мнажители, что не пред- 
ставляетъ большой трудности **)^ получаемъ 






= 1, 
7.11.71, 

2.5.37, 

7.617, 



(24 = 13.101, I ^ 
(/5=2 5.263, 
йв =5.72.13, 
(Г, = 7.29, 



(*,= 



7.18 :, 
4523, 
=•2.112, 
= 5 7.53 



(^18 
(2,4 



693, 
2.14:7, 
' 5.593, 
7.53, 
2 51Р. 



Разсматривая составь чиселъ с^оу ^п ^г> 9-^о ^^ замЪ- 

чаемъ, что числа 

*) Въ атихъ формахъ не ' будутъ заключаться чкиа (21, ^а, <^,.— 
входдпця въ составъ а, но они могутъ д'Цить Л^ и мы нхъ доджян пред- 
варительно испытать. 

**) При этомъ можно съ выгодою пользоваться таблицами Вега, игъ' 
которнхъ находимъ для вс^хъ чнеелъ меньшихъ 1020Э0. разложепе на 
жро(т1е мвожнтелм. 
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г* 

ПО пев лючен1я взъ состава ихъ точныхъ квадратовъ, приводится 
Еъ незначительнымъ числамъ. 

Поэтому на основанхи довазанноб нами теоремы для опре- 
д^Ьлен1Я д^Уителей разсматрнваемаго нами числа 85^20191, при- 
нимаемъ Формы вида х^ — ау*, гдй а имЬетъ таЕ1Я значешя 



а = 
а = 

а = 
а = 
а = 



— 1)«й. = 6.72.13, 

-1)10(^10 =;= 2.112, . 

-1)1<'сг,. = 2.5.112, •» 

—1)»^-иЧое^1в = 22.6.112, 

— 1)«-»-*'^-*-ЫеГ,о(?1« = 52.72.13.22.112, 

—1)24^ I . (Г,й^^ = 22.5 ^;37.П2, 

__1)4Ч-вн-1и-1-1пйд^<?^^е?,« = 1аМ01.52.7-;22.11*, 



Исключая въ этихъ велпчинахъ а ъ(Л множители, состав- 
ляюице точные ввадраты, находимъ для а сл^Ьдуюшдя величины 

бЛЗ, 2, 2.&, б, 13 .37, 101. 

Отвуда видимъ, что делители 8520191, должны им Ьть видъ 
д^^лнтелей каждой изъ формъ 

«2 -^ 513^2, «2 _ 2у2^ «2 -2.5у2, я;? _ 5у2, а-з _ 13у2, я?2 _ гз; ^ 

а;2-.87//2,.ж2__101у2. 

На этомъ основанш мы и будемъ иска гьд'Ьлителей 8520191. 
Для этого по таблицамъ линейныхъ делителей, мы замЪ- 
чаемъ, что делители х^ — 5.1 Зу^ суть 

260г -4- 1, 7, 9, 29, 33, 37, 47, 49, 61, 57, 61, 03, 67, 69, 73, 79, 81, 
83, 93, 97, 101, 121, 123, 129, 131, 137, 139, 159, 163, 167, 
177,' 179, 181, 187, 191, 193, 197, 199,203,209,211,213, 
223, 227, 231, 251, 263, 259. 

Но изъ нихъ Делителями х^ — 5у* могутъ быть тольво т4» 
которые при д^ленш на 20.даютъ остатка равные 1, 9, 11, 19, 
ибо для делителей х^ — 5у* находимъ 

20ЛГЧ-1, 9, 11, 19. 

ВнЕидывая ИЗЪ лредыдущихъ формъ вс]^, воторыа не даютъ 
въ остатке 1, 9, 11, 19, мы находимъ, что делителями :г^ — 5.1Я«^ 
и X* — 5у' вместе могутъ быть числа вида 
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260г -ь 1, 9, 29, 49, 61, 61, 69, 79, 81, 
101, 121, 129, 131, 139, 159, 179, 181, 191, 
199, 209, 211, 231, 251, 259, 

Но изъ этихъ чиселъ могутъ быть д'Ьлителями формы 
и? — 2у^ только тЬ, который вида 8-8^ -н 1 или 8^ег -н 7, и, слЪд., 
орд д^^лен1И на 8 даютъ въ остатв^^ 1 или 7. Чтобы вывести 
изъ найденныхъ нами формъ делителей х^ — 5. 18у^ и х — 5у* 
тайя, которыя бы давили одни числа вида 8^з^-+-1 и 8^8^-4-7, мы 
преобразуемъ ихъ т^в>, чтобы коеФФиц1ентъ при переменномъ 
^ былъ вратнымъ 8. Для этого мы замЪчаемъ, что т& будетъ или 
вида 21«, или вида 2и+1. Вносл эти величины въ найденныя нами 
Формы д-Ьлителей х^ — ХЬу^ лх^ — 5у*, мы ихъ представймъ такъ 

520ЛЧ- 1, 9, 29, 49, 51, 61, 69, 79, 81, 101, 121, 129, 131, 139, 159, 
179, 181, 101, 199, 209, 211, 231, 251, 269, 261, 269, 289, 809, 
311, 321, 329, 339, 341, 361, 381, 389, 391, 399, 419, 439, 441, 
451, 459, 469, 471, 491, 511, 519. 

Выкидывая зд'ЬсБ тЪ формы, которыя при д']^лети на 8 
даютъ остатки, отличные отъ 1 и 7, цаходимъ, что общ1е де- 
лители формъ х^ — 5.1 ЗУ^ ж* — 5у*, х^ — 2у^ должны быть 
вида 

' 620г1Ч-1, 9, 49, 79, 81, 121, 129. 169, 191, 199, 209, 231, 289, 311, 321, 
329, 361, 391, 399, 439, 441, 471., 611, 519. • 

7 насъ остае1Ся еще для опред'блетя д'Ьлителей числа 
8520191 четыре Формы 

ж2— 2.5у2^ «2—13/2, а;2_з7у2, а-2_101у2, 

(Изъ нихъ первыя дв'Ё им'&ютъ Д'&1ителями вел числа, д*]^- 
ЛЯЩ1Я х^ — 5.1 Зу^, х^ — 5у*, х^ — 2у ^ въ чемъ не трудно 
убедиться, зам-Ьтивъ, что делимость а?/ — 5. 13^1 ^ х^ — бУа'» 
4?з^ — 2^3^ на р предполагаетъ 

г 

«12 = 5.13^12, Ж22 = 5уа2, я?з2^2уз2 (лод. р), 

откуда сл-Ьдувтъ х\х,^^^Ь^ЛЪу^^у^^у х\х^^^2.Ьу^у^^ (мод.р), 
и, следов., делимость формъ х^ — 1Ъу^ и а?2— 2.5у* ял р. Что 
же касается до формъ 

я;2 — 37у2, ж2— 101у2; 
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. ТО определяя пхъ деятелей и выквдцвая изъ Формъ 

620 и ч- 1, 9, 49, 79, 81, 121, 129, 169, 191, 199, 
209, 231^ 289, 311, 321, 329, 361, 391, 399, 
439, 441, 471, 511, 619. 

т^, Боторыя не согласны съ ихъ видомъ, иы ограничили бы 
€ще бол'Ье числа, между которыми должны исвать делителей 
8520191. Для этого мы найденныя формы должны преобразо* 
вать такъ, чтобы воеФФвщентъ при пёрем^нномъ в былъ Ерат- 
нымъ 4. 37 и 4. 101. Посл-Ь чего д^Ьлен^емъ этихъ Формъ на 
4. 37 и 4. 101 мы узнаемъ, воторыя изъ нихъ подход ятъ подъ 
Формы дйли'Ллвй х^ — 31 у^ ж* — 101у^ Но при этомъ мы полу- 
чимъ чрезвычайно много линейныхъ Формъ для опред1^леш]Г 
делителей 8520191. Поэтому, не. пользуясь нова формами 
х^ — 31у^9 а!;^--'101у^ для оирвд'Ьлен1Я делителей 8520191, мы 
остановимся на найденныхъ нами линейныхъ д'Ьлителах:ъ об- 
щихъ формамъ х^ — ЬЛЗу\ х^ — 5у^, х^ — 2у^ и по нимъ опре- 

дЪлимъ всЬ простыя числа меньш1я ]/8520191. 
Эти ^исла суть 

2791. . 
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521 


• 
719 


919 


1231 


1511 


1889 


2129 


2521 


191 


569 


751 


991 


1249 


1559 


1951 


2161 


2551 


199 


599 


809 


1031 


1361 


1609 


1999 


2239 


2591 


311 


601 


881 


1039 


1439 


1759 


2081 


2311 


2609 


439 


641 


911 


1049 


1481 


<871 


2089 


2441 


2729 



Между этими- то числами мы должны исвать наименьшаго 
д^^лителя 8520191. Но по значительному количеству ихъ это 
было бы довольно продолжительно. Для этого мы предвари- 
тельно исвлючимъ изъ нихъ т% Еоторыя не могутъ быть д^^- 
лителямв ввадратичныхъ Формъ х^ -з- ЗГу^ л?' — 101у^ Для 
этого мы зам4чаемъ изъ таблицъ, что д-блители х^ — 37,^^ 
при дЪлеши на 148 должны давать остатки 

1, 3, 7, 9, 11, 21, 26, 27, 33, 41, 47, 49, 53, 63, 65, 67, 71, 73, 75, 77, 
81, 73, 86, 96, 99, 101, 107, 116, 121, 123, 127, 137, 139, 141, 145, 147. 

Но между найденными нами простыми числами этому уело- 
вШ'Удовлетворяютъ только числа 



621 


751 


1249 


599 


861 


1439 


601 


1039 


1481 


641 


1049 


1961 


719 


1231 


1999 



2411 
2591 
2729. 
2791- 

Тавннъ же образоиъ ваходвкъ, чю пзъ этихъ чпселъ дЪ- 
лвтелями х^ — 101у* ж01утъ быть только 

621, 601, 1231, 1249, 1999, 2441, 2729, 2791. 

Пробуя д1|лить н& эти янсла 8620191, за1г&чаеиь, что онв 
его не д1ид'гъ; откуда вавшчаемъ, что 8520191 чиио простое. 

ТвЕвнъ образонъ, на основ^вш теорга д1и[втвлей ввадра- 
Тйчныхъ форнъ, нв мовенъ изсл^Ьдовать составь всаваго чи- 
сла, опред^дввши рядь чиселъ 



^а, Лг, Лг,. 



ПО уравнешамъ: (?о = 1) й, = ^1 — (В[/Х)*, 



ПРИБАВЛЕН1Й. 

О ввадратичныхъ вьпбтахьа 

. бъ 1У-Й тлелЬ МП вид'Ьли, кябъ опред'Ьляетея величина 
символа (—р и черезъ это знаемъ, игЬетъ ли сравненхе х=1а 
(мод. р) рЪшеше, или нфтъ. Но этотъ способъ опред'Ьленхя ве- 
личины (^) можетъ быть значительно упрощенъ; можно опре- 

Д'Ьлить зиачен1е (^р вв разлагая ни а, ни другпхъ чиселъ 

на простые множители. Такое упрощенхе особенно важно при а 
большомъ; въ этомъ случае разложев1е а на простые множи- 
тели бываетъ очень трудно, и требуетъ гораздо бол']^е. време- 
ни, ч^мъ самое опред'Ьлеше ГА ^ по способу, который мы. те- 
перь покажемъ. 

Следуя Лежандру, мы идображаемъ символомъ (—р при р 

простомъ, нечетномъ, нед'Ьлящемъ а, единицу съ гЬмъ изъ 
двухъ знаковъ, съ которБпгь она уд( влетворяетъ сравнев1Ю 

а 2 = ± 1 (мод. р). 

Согласится же теперь съ Якоби изображать произведете та- 

ИХЪ СИМВОЛОВЪ (^), (^), (^), ....- снмволонъ {^^^^} 

Допуетивпга такое знаиоположенхе, мы въ величин^^ символаГ^) 
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при N нечетноиъ, простои'^ съ а, буденъ ны'&ть провзведеше 

сныволоиъ (—)) (у)) (—)»•■•■-» гд* а, р, т^, суть простые 

ивожвтелн составляЮ1ц1е ,N. Въ случае Л" простаго этоть 
еииволъ будеть токдествен;ь символу Лежандра, в ннъ овре- 
дйлитсл возможность вли невозможаость сравнен1Я x^^а(мод.N) 

Докаженъ хе теперь, что свкволъ Г^] будетъ удовлетво- 
рять всЁвъ т11иъ уравнен1анъ, которна служили наиъ для онре- 
дЁдешя велвчяны свнвола (~Л ори р простонъ. 

Не трудно уб4двться, что (-^) равно ^^) (^^) 

Въ санонъ д'кп^Ь, если 

гд* а, р, у, дростыя числа, то 

(^^)Ч1) (?)■-. 

(^^)-(т)(7)--. 
(^Н-(т)(7) 

Перемножая эта уравнен1Я, находииъ 

тт{'^)-^)йю ш(т)(т)- 

что по принятому нами знаЕополокев1в> представится тяеъ ' 
Замечая же, что 8д1сь аРу. равно ^, иайдеиъ 

(^)=©© • 

10т^и довазать. На основав1н этого ин заключаеиъ, что 
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■ 

На эюмъ основаши нн можемъ въ симводЬ (^ выкиды- 
вать взъ состава а точные квадраты. 

Также не трудно доказать,, что при а сравнимомъ съ а 

по модулю N значеше (^^ равно С^\ Въ самомъ д'Ьл'Ь, если а 

и а' сравнимы по модулю ^, и ^ = аРу , то а и а' срав- 
нимы по модулямъ а, р, у, , и,.сл'Ьд., 

(^)Ч1)- (1-)=Ш- (^)=(т> • 

Перемножая 8ти уравнеш^ между собою ^ наёдемъ. 

(т) (т) (т)- =•("«) (у) Ст)"'^"« {^)=Ц~У 

* 

Но а р у .... = N^ следовательно 

На основаши этого мы можемъ въ снмвол'Ь -^ чпсло а за* 

м'Ьнить остатБОмъ отъ д^иешя а на ^, иди обсолютно маднмъ^ 
внчетомъ а по модулю Ж . 

Значен1я С^^ при а«1 и а = — 1 опрвд4дятся также» 
какъ значенк (~) при р простомъ уравнешями 

Въ самомъ дЬл*, если N = л^у , гд* о, р, у. простня. 

числа, то 

тт -^—1 ару...— 1 „ ^ 

Но —г- =-^1 — 9 ЧТО можетъ быть представлено такъ 
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а это за нсвлючешемъ членовъ^ их^^ющихъ. ннохптелемъ 2, 
приводптся въ 

4^-1 Р-1 Т-1 



]У-~1 



Въ сл'Ьдствхе этого предыдущее впграженхе ("т^) приводит- 
ся къ такому ^ 

(^)-<-.>^ .. • 

На основанш этого и уравнен1лГ^) = Г~) Г^) значеше 

(ж)-а)<-')^ 

Переходииъ теперь въ уравнешю, связывающему значешя 
\^Р (— ). Это уравнеше подобно тому, которое мы нашли 

^< симво1а.(-^4 1ФИ а, р простогь. я назыия законъ взаюс- 
ности двухъ простыхъ чиоелъ. Пусть будетъ ^У » а р *)^ ...., 
« = а р' 7' ..-.., гд* а', р', у',."- подобйо а,р,т, .простня чи- 
сла. По закону взаимности простыхъ чисе^1ъ находимъ 

^ ^ а— 1 а'— 1 , В— 1а'— 1 

(-:)-«.) (-.>---^'а)-(1)<-'>^"~ 

(7)=Й) (-')^----^ 

Перемножая же эти уравненхя между собою, получаенъ 

а'— 1 /а— 1 6—1 у— 1 \ 



ПЛИ 



а'— 1 /а— 1 р-1 г— 1 \ 

в— 1 3 — 1 

Но произведете а р т ....... равно N\ значенш — ^г ■•- 1" ■• 



1 

/ н 
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^^н — , какъ заметили, разнится съ -^ числомъ четнниъ; 
вслЪдств1е этого предыдущее ураввеше првводитея въ таноиу 

Подобншсъ образоиъ находимъ 

(-й-(|)<-..-^- 



•» • •» 



Перемножая вс^ эти уравнен1я между собою, получаемъ 

ш)©-ч?х1Х7)-<-» ^"^ (---'^'^'--) 

что нодобно предыдущему приводится въ 

^У^1 а— I 

ибо а' Р' т' = а. 

Намъ остается теперь показать уравнеше, определяющее 

8начен1е (^Л при а » 2. Это уравнете, на основаши выве- 
двнннхъ намиу можетъ бвть опред'Ьлено очень просто неза- 
висимо отъ уравнешя, внражающаго величину (—) при ^р про- 

стомъ. '•-; ;,ч^ • 

Для этого мы зам^чаемъ, что уравнен1е 



•«'^.. ^ . •»• 



дг^ 



(^)=(?)<-« 



N—1 0—1 



при а = 2п — 1^ N=2п-^-1 даетъ 
откуда слЪдуетъ 

\21М-1/ \2»— 1/ 
Чебншввъ. Тфор!я еравн. -13 



'*;*^-- 



\ 
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Но ПО доказанному наки 

/2п-1\ _ / 211-1— 2П--1 Ч __ / -2 \ _ / 2 \ 
\2п-Ыу/ "" \ 2П-4-1 ) "" \2а-1-1У "" \2п-ЫУ ^"" ^^ » 

/ 2||-Ь1 \ _ / 2п-Ы— 2п-н1 \ _ / 2 \ 
\2л— 1/ "~ \ 2л -1 У "" \2п— 1/ 

Въ сл^дстше этого предыдущее ураввеше даетъ 

Д^ая зд'Ьсь п » 2, 3....... -~- я перемножая уравнешя, при 

атомъ подучаемыя, находимъ 

^'— 1 

/2\ - /2\ , , 2-1-ЗЧ-....Ч— — 

Но (-0-) равно— 1; вогЬдствхе этого предыдущее уравнен1е 
даетъ 

. /2\ 1-4-2-+-3-ь...-ь— 2 — 

что приводится къ такому уравнешю 

На основан1и выведенныхъ нами уравнешй, мы можемъ съ 
ВЕ1Г0Д0Ю ввести символъ (-^\съN составнымъ, для опредЬ- 

лешя значешй Г-^^ при р простомъ. Для этого мы будемъ 

поступать при опред-блеши Г— ^ такимъ образомъ: 

Если а больше р, то спмволъ (—\ зам'Ьняемъ символомъ 

(—)$ П^ ^ остатовъ отъ д'Ьлешя а на |> (вмЬсто остатка отъ 

д^ешя а на 1> мы можемъ взять за г обсолютно малый вы- 
четъ а по модулю р)\ если г число четное, то разлагаемъ его 
на произведеше степени 2 и числа нечетнаго; чрезъ это зна- 

чеше Г— 1 представится произведешемъ символовъ (-")и(^). 
Символы (--\ будучи въ четномъ числ^ дадутъ произведеше 
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равное 1; въ противноиъ случаЪ мы его найдеиъ по уравнешю 

^^^=(— 1) * • Обращаемся къ символу (—\ гдЬ г' < р 
и г' число нечетное. По выведенному нами уравнешю 



N—1 а^1 



найдемъ 

г'— 1 ю-1 

Потомъ поступаемъ съ (^р какъ поступали съ (—р умень- 
шая тавимъ образомъ посл'^довательно числа, входяпца въ 
этотъ символъ, доддемъ до еимволовъ, воторыхъ значешя най- 
дутся на основан1и уравнев1й 

ш-'.(5^)-<-«'^.(|)-<-«^- 

При этомъ мы будемъ выведывать въ символЪ(^) множи- 
телей а и ^, составляющихъ точные квадраты, когда таие 
множители легко обнаруживаются. 

Для примера возьмемъ символъ 

/ 884257967 4 
Л2147483247/ 

Зд'Ьсь верхнее число меньше нижняго и притонъ нечет- 
ное, поэтому на основаши уравнешя 

. V «т ■^—1 «—1 

выводимъ 

/ 88^257967 \ /2147483в47\ 

1,2147483647/ \ 884257967 ) ' 

Потомъ дЬля 2147483647 на 884257967 и находя въ осгат- 
к4 '378967713, ваключаемъ, что 

/2147483647Ч _^ / 3789677 13 \ 
V 884257967 ) ~" \884257967/ 

Но опять на основаши того же уравнен1я 



— 196 — 

2^—1 а— 1 



ваходнмъ 



©=(?)<-')•" 



/ 378967713 Ч _ /884267967 4 
^884267967/ "" \378967713/ 



А такъ хакъ оетатовъ отъ Д'Ьлен1а 884257967 на 37896771$ 
есть 126322541, то 

/ 8842679 674 _ / 126322641 Х 
\378967713У ~" \37?967713/ 

Продолжая такимъ образонъ, внводимъ 

/ 126822641 \ _ /378967713 Ч _^ / 90 \ 
\8789в7713У "" и26322541/ "~ \126322541/' 

\126822541У "" \126322541/ \126322541у "" \126322541/» 

\12682«641У "" и26322б41 ^ \ 126322541/* 

Но вмнша (^збзйш) "^ УР»внешю (|.) = (-1) • 
есть 1: сгМ., 

/ 10 ^ _ ^ 5 \ _ ^12 3322641 4 _ /'^^^ 



\126322641У "" \126322541У "" \ 5 
„_ _ / 884257967 \ 



884257967 \ 

= ) есть — 1. 



Есд| бв нн ст«1в опред^'^ть значеше этого сжмвои па 
способу Лехавдра. пвложенноху ваш въ IV гдавЬ, ни додж- 
пи ба бил, приступав жъ этонт определен!», рвздожнть чпсдо 
884257967 па простяе мпожвтедп, что вредставиетъ бодьшя 
тртдносш. 

Прпшпгое пахв впасоподожеше дда означешя лропзацдшн 

/^•\ /«\ ^«х , . 

свхводопъ — 5 . -у5 . — ', — В ве11дстп1е ттаю двшюе 

пахв значше сахводу; у^ пра ЗГ еоставеохк хожетъ бить 



также сь шаьэао тпотребвено въ творн д1ав1е1е1 

пой Форш х*±<1зг*. Тввъ. есдп фораа т* — •азг, 1Я;*« = ±1 

пгке1Ъ д1опева1ъ чпс» X п ЗГ есть пронввед^Бвше проеппь 

чпсеха «^^ то .''— ^ «= 1, '^'^^^^ = !• .''— ■ = 1 — оптха С11л- 

• Ч*у ч?у Чт/ • 
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дуетъ, что г^) Г^) ( У"* "^ ^' ^' слЬд., по нашему знакопо- 
лохенш 

Откуда выходить 

Умножая это уравнеюе на Г~) и замгЬчая что Г^У = 1, на- 
:ходимъ 

Предполагая же а числомъ нечетнниъ, по доказанному нами 
ям^емъ 

а— 1 N—1 

Это уравнеН1е вм^^ст'Ь съ предыдущимъ даетъ 

а— 1 N-1 

(?) - ш(-« ^ "-^ 

Отсюда для г = 1, а = 4п -*- 1 выводимъ Г— ^ ■■ 1; дляг = 1, 
л = 4п-нЗ выводимъ Г— 1=( — 1) ^ ; для г== — 1,а=4п-ь1 

выводимъ (-^)=( — 1) ^ 'ДЛЯ * = — Ь а -= 4П-+-3 вы- 
водимъ (-Л « 1. 

Вотъ уравнешя, воторымъ должны удовлетворять д&кители 
4формы И1^±ау^ч въ нихъ, какъ частный случай, заиючаютсд 
уравнен1Я, воторня въ УП-й глав'Ь мы нашли длд онред^лешд 
делителей х^±ау^ при а простомъ. 



1Ь 

Объ опред^леши первообразнБаъ ворней. 

Въ У1-Й глав^ мы показали два способа опред']^ть перво- 
образные корни проетнхъ чиселъ. Оба эти способа для чиселъ 
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большихъ приводятся въ огромнымъ вныадкамъ. Теперь нн 
доважемъ несколько теорекъ, на основанш воторнхъ можно 
для жногйхъ чиселъ по впду ихъ узнать ихъ первообразный 
корень. 

I. Теорема. Первообразный корень числа 2^^-4-1 есть 3. 

Доказательство. Если ^> = 2 ***-+- 1, то в* составъ]р — 1 
входцтъ только простое число 2, а потому (см. 48 теорему) 
число а будетъ первообразный корень 2''^-1-1, если сравненхе 
х^^а (мод. 2^**-|-1) не имЪетъ рЪшешя. Доважемъ же теперь, 
что это сравнеше не нм^^етъ р-Ьшевхи при а ^ 3. Для этого 

мы зам^чаемъ, что (2Гпц:7) ^о закону взаимности чиселъ, равно 

( — ^\ а это равно (^/. ибо возводя члены сравнета 4^1 

(люд. 3) въ степень п на1одимъ 4**^1 (мод. 3); откуда 
ясно, что — 1 по модулю 3 сравнимо съ 4*-1- 1, или 2**-н1» 

Но Г^^ = — 1. Сл-Ьд., (рд:^) = — 1; а потому сравнете 

х^^ 3 (мод. 2^'*-*-1) не им'Ьетъ р'бшешя, и 3 есть первообраз- 
ный корень числа 2^*4-1. 

На основати этой теоремы мы заключаемъ, что 3 есть 
первообразный корень 5, 17, 257, 65537. 

II. Теорема. Первообразный ъореньмисла 2(4п-4-1)ч-1 при 
4п-*-1 проетомъ есть 2, а числа 2(4л-*-1)-ь1 при 4п-1-3 про- 
стомь есть 2(4п-ьЗ) — 1. 

Доказательство. Если р = 2(4п ч- 1) ч- 1 и 4п ч- 1 число 
простое, большее 1, то въ составъ 2) — 1 входятъ два простыя 
числа: 2, 4п-+'1; поэтому (см. 48 теор.) число а будетъ перво- 
образный корень числа 2(4пч- 1)-н ], если сравнешя 

«2 = а, »*»»-»■* = а {мод. 2(4п -ь 1) -Ы). 

не имЪютъ р^шешя. Доважемъ же теперь, что эти еравнен1Я не 
им^ютъ рЪшешя при а = 2. Невозможнсють перваго очевидна; 
оно приводится къ 

ж* = 2 (мод. Впч-З). 
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а, по 32-й теорем*, (о^^) есть — 1. 
Что-же касается до втораго, оно будетъ 

а:4п-+-1 = 2 (мод. Вп -ь 3); 

откуда, воевода об** части сравнешя въ ввадратъ, находимъ 

а.»п-*-2 = 4 (мод, Вп ч- 3). 

Этому сравнешю не удовлетворяютъ числа кратныя Зп+З, 
а при X, нед^ащимся на 8п -§- 3, по теорем'Ь Фермата будетъ 

я.8п-^2=1 (^ц^. 8П-4-3) 

Въ сд&дств1е чего предыдущее сравнеше приводится къ 
такому 

1=4 (мод, 8п-ь8), 
ИЛИ 

В = 0(мод. 8п-нЗ). 

Эта сравнете могло бы им1^ть м'ёсто только при п = О, 
но случай п а- О, и, сл^., 4п -4- 1 » 1 мн дсключаемъ. Итакъ, 
оба сравнешя 

X' = а, ж**»-*-» = а (мод. 2 (4п ч- 1) -I- 1) 

при а » 2, п > О не имЪвтъ рЪшетя, и, слФд., первообраз- 
ный корень 2(4п-н1)ч-1 въ сд^анннхъ нами предположе- 
шяхъ есть 2. 

Переходимъ теперь къ 1? = 2 (4л н- 3) -♦- 1. Въ дтомъ слу- 
чае р — 1 будетъ заключать простыя числа 2 и 4п ч- з, н а 
будетъ первообразный корень 2(4п -н 3) ч- 1 , если сравнешя 

х^Е^а, х^-^^ = а (мод. 2 (4п ч- 3) ч- 1) 

не им^ютъ рЪшешя. Докажемъ же, что это случается для 
а » 2(4пч- 3) — 1. Первое сравнете приводится къ 

я;* = 8<1Ч-б (мод, 8пч-7), 

И оно не имЪетъ рЪшен1й: ибо 

/8||-н5\ / 8пч-б— 8п—7 \ / --2 \ 

Второе будетъ 



/ 



Э!*''^* = бш- б (мод. 8п ■+■ 7), 
ИЛИ 

я""-^»^ — 2 (мод. Вп-н7). 

Возводя обЪ части этого еравнен1я въ квадрать и в&|[^ЬчаI, 
что по теоремй Фермата ж**^*^! (мод. 8" -+-7), находинь 
1^4 (мод. 8»ч-7) 

что невозкожно. Итакъ, оба сравневй 

а!»^я, х*"-*-^ = а (мод. 2 (4п-«-3)ч-1) 

При О = 2 (,4п -*- 5) — 1 не инЬютъ рЬшвшя, и ейд. 
2(4пн-3)^— 1 есть первообразный Борень, числа 2(4п -н 3) -^ 1. 
На основати этой теореио мв завлючаень, что 2 есть пер- 
вообрааиый корень II, 59,- 83, 107, 123, а 7 тНтъ перво- 
образвннъ хорнеиь 5; 23 ии{|етъ первообразиынъ ворненъ 21; 
47 ин^Ьетъ нервообравннкъ жорвенъ 45 н т. д. 

Ш. Теорема. Л^воо&разчый корень 4N-*-\, гфк Опро- 
стала и болыиемъ 2, есть 2. 

Доказательство, Если р=АК-+-1, и, N простое, большее 
2, то;> — 1 заключаетъ два проствхъ числа: 2 ■ ^;поато11у 
а будеть первообравнниь корнемъ 42^^-4-1, еслв сраввен1е 

х*=а, х^=а (мод. ЛN -*- 1) 

не нмЪютъ р11Швшя. Докаасенъ хе, что это случается ирЕ 
а = 2. При а = 2 первое еравнеше будетъ 
х'^2 (мод. 4Д'-н1). 

Но О^ нечетное число; ел*д., вида 2п -ь 1, а потому 4^Г -н 
] _ 8п + 5, въ этомъ же случа^, по 32-й теоремФ, 



(.4№-н1} - 



\.4№-н1У 
х'^2 (под. ^Nч-^) 

т\я. Чтохе хасаетсж до втораго,онопрнводит- 
я^ = 3 (мод.Ш-^1). 
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Возведя 06*6 частя этого сравнен1я въ четвертую степень 
И замЪтивъ, что по теорем* Фермата х ^ 1 (мод. 4К -*-!), 
находимъ 

1 = 16 (мод. Ш^1), 

ИДЯ 

3 6:^0 (мод. 42У'-*-1), . 

Но это сравнен1е невозможно: ибо оно предполагаетъ 3 иди 
5 дЪдящимса на простое чисдо 4^-н1, гдЪ К>2. Сл^Ьд., 
оба сравнешя 

а2 = а, х^^а (мод. 4Л'ч- 1) 

при а =» 2 не им^^ютъ рЪгаен1я, а потому 2 есть первообразный 
корень числа 4^У-+- 1. 

Такъ числа 13, 29, 53, 149, 173, 269, 293, 317,.... будутъ 
имЪть первообразнымъ ворнемъ 2. 



IV. Теорема. Число 4.2'*^Г4-1, при Кпростомь превосходя- 
гцемъ 2^, т > О, будешь имптъ первообразнымъ корнемъ 3. 



Доказательство, Если р = 4.2"*.^ -н 1 и ^Г простое, то 
р — 1 завлючаетъ только два простыхъ числа: 2 и Ж Въ этомъ 
случае а будетъ первообразнымъ корнемъ числа р, если срав- 
нешя 

«2 = а, х^ = а (мод. ^.%^N-*-^) 

не им'Ьютъ р'Ьшен1я. Посмотримъ же, ^огутъ ли они им'1^ть рЪ- 
шеше при а =3, когда К, по положенш, число простое, бо- 



^^т 



д^е д-^ И, сл'Ьд., бод'Ье 3 и на 3 не Д'Ьлится* Въ этомъ слу- 
чай ]У" будетъ или вида Зп-н 1 или Зп — 1. СдЬд., будетъ 

^■ — + 1 (мод. 3). 

Но изъ сравнешя 2 ^ — 1 (мод. 3), возводя его въ сте- 
пень т -I- 2, выводимъ 

2«-*-2 = -4-1 (^иод. 8). 

Откуда сдЪдуетъ, что 

2Я*-*-«-У = ±1 (мод. 8) 

а потому 4.2*^.?Г-1- 1 будетъ сравнимо по модулю 3 или съ О, 
иди съ 2. Первое не моаветъ имФть м'Ьета: ибо оно предпо- 
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латаетъ дЬжимоеть проетаго числа 4.2"^^ -н- 1 ва 3; во вто- 

^ — ) равно (-^) = — 1. Но, по закону 

ваанмное^ги двухъ щюешхъ чвоелъ, им^нъ 

что обнарухиваетъ невозможность еравнешя 
Намъ остается доказать, что сравнеше 

а^ = 3 (мод. 4.2«:У-*- 1) 

въ сдЬланныхъ нами предположешяхъ не ииЪетъ р^^шешя. Для 
этого |[Н возводимъ обЪ части его въ степень 4.2** и завгЬчаа, 

что теореме Формата х*-^^^^! {мод. 4.2*^ -•-I)- получаемъ 

1 = 3*«* {мод. 42»^Уч- 1>, 

откуда сл^^дуетъ 

(З2.т ^ 1) (32-2« — 1) = О (люд. 4.2«2^ -н 1\ 

что предполагаетъ д&1имость одного изъ чиселъ 3*** -«- 1 
3«-2* — 1 иа 4.2™^V-I- 1, а это невозможно: ибо ^ по поло- 

жешю бол^е ^^9 и, сл'Ьд., 4.2*^-*- 1 превосходить 9** -»-1, 

или 3*-***-4-1. 

Итакъ, въ сд^анннхъ нами предполохен1яхъ оба еравнешя 

я;2 = а, а^ = а {мод. 4.2«2У'-Ы) 

при а » 3 не имФютъ решетя; слЪд., число 4.2^^-»- 1 им^Ьетъ 
первообразннмъ ворнемъ 3. 

Такъ, числа 89, 233, 569, 809, 857 вида 8^V'-^ 1 и 5009 
вида 16Nч- 1 имЪютъ первообразннмъ хорнемъ 3. 



Обь опредФлвЕОв числа простыть чЕоехъ, не превосходлцЕхъ 

Д&ННСЙ мли чинтд. 

Ыв видЬяЕ (§ 2), каЕъ могутъ быть определена всЪпроетяя 
чяеха отъ 1 до давнего числа. Такинъ образонъ иохво опред^- 
1ать, ско^^во вростнхъ чисв1Ъ,кеньшихъ данвато вредна. Но 
такое оаред1|дев!е числа простить чиеехь, вюньшихъ даннаго 
оред'Ьла, представдяетъ больппя трудности, когда за вред-Ьдъ 
приняиаекъ большое число. Ыы займемся теперь определеи1е11Ъ 
этого числа по пряближешю, и оовахенъ ва освовав1н этого 
рФшеше н^Еоторнхъ вопросовъ. 

Во нторонъ токЬ Теорш чиселъ Леваидръ предлагаетъ Фор- 
мулу для приблиаеппаго опред^ленк числа простохъ чнселъ, 
невьшихъ даниаго числа. Сиою Формулу Лежандръ повЪряетъ 
таблицею простыхъ чиселъ отъ 10000 до ^00(^000, и потомъ 
прилагаетъ ее къ р^шен!!!- и^лоторыхъ вопросовъ Теорш чв- 
селъ. Не смотря на видимое соглас1е Формулн Лехандра еь 
таблицею простыть чиселъ, мо не ножемь не изъявить сомн11- 
В1Я ва счеть строгоств ея, и въ сл^1дств1е того не ноаемъ 
пригнать в1|рш1ня выводы, на вей основавнне. Къ такому эа- 
влючен1Ю приводнтъ насъ одна теорема относительно свойствъ 
фунпци, опред11ляющей число просшхъ чиселъ, мевьшихъ даН' 
наго числа, теорема, изъ которой хогутъ быть выведша нног11 
любонатння нредложеша. 

Ни вайиемса тепеоь нялоявтемъ ягой твотмнп. а потомъ 
повахемь н^ькото 

Теорема, кото 
вавлючается въ с 

1. Теорена. 

ь х.пка 
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Л1Ы будемъ имгьть такую фупщгю^ которая съ приближемгемь 
дкъ 0^ приближается кь конечному предгьлу. 

-^ Доказательство. Мы доважеиъ сначала, ч!го^аЕое свойство 
принадлежи'гъ Фунвщямъ, получаемымъ черезъ двФФеренциро- 
ваше нЪетдьБО равъ внрааешА 

21;^-7'^°8Р-21б8(1-^), 
2108(1-^)-ь2^ 

-Г • ^ к 'У'глм. ^^ р, предполагая вд-Ьсь и везд* впосд-Ьдствхи суммироваше по 
Жл^с.с'У^хг ^ распространеннымъ на всЬ числа отъ т=2 до т=со, сум- 

Г^')^^'^^x^<!(x^ хирован1е же по (л распространеннымъ на одни п]ростня числа 

гтР ( ^'-?Х^-?^х отъ II. = 2 до |Х - оэ. 

41-1К ('^-*"^х^'и^- Начнемъ съ перваго. Не трудно убедиться, что 

-/.^^ -^ -*^- а потому 

Изъ этого уравнетя видно, что производная п норядва отъ 
2 ,^р ^ по р будетъ выражаться дробью, у которой зна- 

менателемь будетъ [|гв^*д:<' Да?] '*'*"*, а числителемъ ц^Ьлая 
«унвщя интеграловъ 

/Г(^-|)^^1»8'«Ас, 



•/Г(^^ - ^>-^108-^*«, 1у-'^Ах, 



[^с'^х^Хоарсйх^ /^в""*я?Р1ов*л?Лг,.... [^е'^яРХщ^хЛх. 

'о о 'О 



I 
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Но такая дробь, будетъ ли п == О, или > О, пряближаетсд 
въ конечному пределу съ прнближешеиъ р въ 0: ибо пред^лъ 

е^^хрАх при р = О есть 1; интегралы же 

/Г(?Ь - 7>-''"*'. /г (?Ч - ^>-'*"»в '^' 
/Г(?Ь - }>-»Л08»_ /^{^-^ - 1>-Лв"«*., 

{^С^х^Хщ хд^х, /^е'^^хНоа^х^Ху.,, /^е'-'^х^ 1ой*а?*|; 

при р ^^ О, очевидно, сохраняютъ конечную величину. 

И таЕЪ, съ прибли^ешемъ р въ О всЪ производныя 01>ъ 

2 |.^р ) тавже кавъ и сама 2 ^^р > будутъ им-бть 

предАломъ величвну конечную. 
Обращаемся теперь въ Фунвщи 

1о8р — 21о8(1— ^;^^р)' 
Изв^тно, что 

[\^'~?^=~р/ \^~з^^/ ч^'^б^^^/ I 



= 1 



• • • • • 



21-Ь|> ■ 3^-* Р 4*-»-Р 

отв'уда вн&одитъ 

- 108(1-^|-р-)-108(1-з~)-108(1-^^ 
= 1о8'^1н-2ГйРр--*-д^1^гр --н^р^-р-... ^, 
что по вашему внавоположетю напишется тавъ 

-2108(1-^)-108(1-^2^;^Ц; 

сл'Ьдовательно 

108Р-2108 (1-^^) = 108(1^2 -,Цр; 
а потому ^ 

108р-21ог(1-^) = 1о8[1-ьрч-(2;;^-|)р} 
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Изъ этого уравненк видно, что проввводнвя 

108Р--2108(1 — |;Др) 

по р выразятся конечныиъ числоиъ дробей, у Боторнхъ знаме- 
нателями будутъ ц^Ьлыя, полохнтельныя степени 

а числители будутъ ц^Ьлня Фунвщи количества р, выражещя 

11 -г» ^ 

2 — р?=р" ^ проивводныхъ его по р. Но таюя дроби съ при- 

блихев1емъ р въ О приближаются еъ конечному пред'блу: ибо 
внражете 1 н- р ч- Гз ^г+ф ) р» составляющее знаменате- 
лей этихъ дробей, съ приближен1емъ р въ О приближается въ 

^ 1 1 

1 (потому что 2 —1Щ ) кавъ доказали, при этомъ остает- 

ся конечною величиною); Фунвщя же 2 ^^^р и производи 

нняея, ВХ0ДЯЩ1Я въ составъ числителей этихъ дробей, по до- 
казанному нами, съ приближенхемъ р къ О приближаются въ 
Еонеч[ному пред'Ьлу. 

Намъ остается теперь доказать это же относительно про- 
изводннхъ 

21од(1-^1-р)-н2, ^ 



Для этого мы замЪчаемъ, что первая производная этой фунвщи 
есть 



0-+-2Р 



"•' I- 



1Д.^-*-р 



По виду же этой фунвщи не трудно заметить, что ея высш1Я 
производння выразятся вонечннмъ числомъ членовъ вида 



1 1оёР[х 

1 ~ 






^АЬру^^^^8^ не < 0. Но каждый изъ тавихъ членовъ для р=0 
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и р>0 им^тъ конечную величину: ибо для р=»0 и р>0 функ- 

щя, состоящая подъ знакомь 2, относительно — будетъ безво- 

нечно-иалое порядна не ниже втораго. 

Убедившись тавииъ образомъ, что производныя отъ выра- 
женШ 

2^^9 — \^ 108Р— 21о8(1 — ;;^)> 

съ приближешемъ р къО приближаются къ конечному нред'Ьлу, 
мы заключаемъ тоже и о выражеши 

^"[2108(1-;^)^2-.4^] феР-2108(1-|^Ур)] 

(Гр« '*" С[р'^ 

ГП 1 



иоторое по вЕшолненш дафференцировашя и сокращенхи при- 
водится въ следующему 






ВЪ чемъ и заключается предложенная нами теорема: ибо, кавъ 
не трудно заметить, но нашему знакоположешю внраженхе 



тождественно внражешю 

05=00 

2 
X = 2 

Въ самомъ д^ле, последнее выраженхе есть разность двухъ 



з" [»(^,)_^„,-^] 1^«. 
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И8Ъ жоторнхъ первое вриводнтся къ 2 ^р (с^шЪ значенШ 
-^^) соотв^тствующпхъ простыиъ чвсланъ): ибо ^ {*"*"1) и 
9 (з^), овначая число простыхъ чнселъ, кенынвхъ х -*~1 и х, «ь 
равностн 9 (я!-*-!) — 9(1с) даютъ 1, ЕОгда а; числа простое, н 
О, если X чвело составное; второе хе переменою ^ на т обра- 



Тавъ уб^даенсн въ справедливости предложенной ванн 
теоремы. 

Изъ довазанпой нами теореип иожво вывести нноггя любо- 
пытвыя свойства Фунвц1н, онред'Ьляющей число нростыхъ чи- 
селъ, меньшихъ данваго пред'Ьла. Для этого иы за1111чаеиъ, что 

разность |— / ^—1 при X большомъ, есть беавонечно 

■алое относительно — порядка перваго; а потону ввракеше 

При X большонъ будетъ относительно — порядка 2 -*~ р, н, 
сл'Ьд., при р не < О, суива 



2( 1«8'^ 7' 



' Лх Мое" ■'^ 



будетъ цнЪть 8иачев1е конечное. Складывая .ъе эту сунну съ 
внражешекь 

^Т[ф(хн-1)-»(,)-,-„'-]^<-|, 

о котороиъ сейчасъ доказалв теорену 1-ю, на освован|и ея 
зак1Ючаенъ, что янвчен1е 



■;-2"^,(«^,)-,и-/^■^;]^3 



лхепень р къ О нриблиашется "къ конечному пред^. 
I не трудно вывести сл^ющую теореку: 
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II. Теорема. Отъ х ^2 дох = со функцгя 9 (х\ означаюишя 
число простыхъ чиселъ меньшихъх^ удовлетворяешь безконечное 

число разъ и неравенству ^ (х)> 1 | Г'Т', ^ неравен- 

у— -|-г-з?-5 какьбы^ оставаясь количеетвомь 
полооюительнымьу ни было мало^ а п нибыло велико. 

Доказательство. Мы ограничимся зд'Ьсь довазательствоиъ 
втораго неравенства, первое доважется подобннмъ образомъ. 
Для доказательства, что неравенству 



9(^)</' 



^ с[х , ах ^ ч 

Ц/ 



2 1о8 X Хо^^х 

удовлетворяетъ безконечное множество чиселъ, допустимъ про- 
тивное, и посмотримъ, Еъ чему приведетъ насъ это доаущеше, 
Допустивъ, что неравенству (1)удовлетвораетъ Бонечное число 
чиселъ, положимъ, что а есть ц'&ное число, превосходящее и 
количество е^ и наибольшее число, удовлетворяющее неравен^ 
ству (1). Въ этомъ вредно ложешн для х> а будетъ 

И, сл^д., 

, ч Г^ Лх > ах п , /^ч 

Но въ этомъ случай, какъ сейчасъ уввдимъ, въ протвввость 
довазаннаго нами значеше выражешя 



х = 



. 1: [^-')-»и-/г'т^^ 



будетъ приближаться въ -н оэ съ приблихенхемъ р въ 0. Въ 
самомъ д'блй, это внражеше мы мохемъ разсматривать, вакъ 
пред'Ьлъ 

^^* Г / . 14 / \ /^1 ^ "Вое'»» 

Д^<р(«-Ы)_<р(аг)-у^ ТЗГх^'^Р 



яри 5 =» со. Предполагая же ^ > а, это внражеше мн можемъ . 
разсматривать вавъ сумму 

Чобышевъ. Творк срави. 14 
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назпвая черезъ С сумму 

Еоторая, очевидно, сохраняетъ конечное значеше при (г = О и 
р>0. 

ДадЪе, по Формул^Ь 

8 8 

а-н! см-1 



полагая 



/V (х йх \оо^х 



внражеше (3) преобразуемъ въ такое 



а это, называя черезъ в Еоличество > О и < 1, мохемъ на- 
писать тавъ 



Полагая хе два первые члена этого выракешя равными /^, и за* 
м^чая по (2), что трет1й членъ > О, мы уб'бждаемся, что все 
это выражеше бол1№ 

Изъ гЬхъ аве неравенствъ (2) видно, что зд1Ьсь пода зна- 
комь суммы, въ пре;|флахъ суммировашя, «ункщя сохраняетъ 



зиаБЪ -1-. Прнтокъ въоред^ахъс^мккровашябудетъво 1-хъ) 
'"■*"'■" Б5§=1'''°''«'—1"^- "'"' > О, «не > "о -и 1, 
. < 1; •«> « » м _/^^«„хК,,.^=?Ь:,«о»(.)-/^,-|; 
не неньше |^- по первок; В!П> неравенствъ (2), а по второму 
проиаводнм 5^, юторяяесть—^!— 15|^), бойв О, 

км»де.ш. ,«.0 |^^;>^^V)• 

А потону предвдущее внрагев1е бол^е 






Но это, по соБращен1и, приводится въ сл^^дующеку 
ЧТО, очевидно, бол^ 

;.-ь„Л_ ^^^ ™ ■ 

л это Д1Я я =" оо будетъ 

■ еъ понощю оиред^авнннхъ ивтеграювъ напишется такъ 

Но это В11ражен]е, очевидно, съ уиеньшенгеигь р приближается 
къ-н «>: ибо /"' ^^ Лс = -4- аа,С^е~^ (й:= 1, а « по оо- 
дмкешю и 1 — .-^ всд4дсгв1в (2) суть Еоличес"* 
тельныя. 

Убедившись такинъ образонъ, что въ сдЪлш 
вредполовеши не только сунна 

•Г[,(х-ь,)-,М-/Г,^]^ 
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во и Еопчество неньшее его съ 11рибдн]Ееи1емъ р еъ О при- 
ближаемся къ -н со, 1ш завлючаемъ о несправедливости вто^ 
что и следовало доказать. 

На освоваши оредщущей теореив легко доказать сл'бд;' 
ЖЩ/Ж1. 

1Ц. Теорема. Выраженге -^, — \оц х при х = со не мо- 
ж&пъ щтть предпломъ количество отличное отъ — 1. 

Доказмпелъство. Пусть будетъ Ь иред^лъ значен1я--|^ — 
\о% X при X = (х>, Въ этоиъ предположенш ны всегда вайдень^ 
число ж столь большое, что при х > N значен]е — т-, — \оц х 
ве будетъ выходить взъ пред^лОБъ I — в и Лч-в, какъ бы г 
вв было иало. Сл^д., для тавихъ величвнъ л;, при.е > О, бу- 
детъ 

-^ — 108 X > Х — е,~~1оёж<Х-«-б .^(4) 

Но по предодущей теореий. неравевства 

удовлетворяются при безсоиечвоиъ ииоасеств^ величииъ х и, 
сл^, при н'ЁЕоторыхъ числахъ х> Nу для которых* имфютъ 
м^сто неравенства (4). Но эти неравенства въ еоединенш съ 
вослФдннин даютъ 

~-^—\о^х>Ь--^,—~ — - — \щх<Ь-^ч:, 
1<Ч''х У 2 1овх \о^х 

откуда выходить 

» -о.,.-1)(у:^,-т^) ^ 

^'^' "' 

^ 21о^х Ъ^х 






1 
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Изъ этихъ неравонствъ видно, что численная величина Ь-^! 
«е Ефевосходитъ численной величины одного изъ ввраженй 

.-(■^»-1)(/:,-^.тт^,) 

у.^ ах _ ох ±*- 



4 

Но количество • можетъ быть сделано, какъ заи'Ьтили, по 
произволу мало, предполагая N чрезвычайно большимъ; тоже 
^случается, при увеличиваши х^ съ выраженгемъ 



/1 -ч / /Л? йж _ ал \ 



/ 



з: ^Х — (ЛХ 



2^0^ X 1о^ж 



ибо въ пред'бл'Ь этихъ выраженШ для х= со, по изв1^стнымъ 
др1енамъ диФФеренщальнаго исчислешя, мы отврываемъ 0. У&к^ 
дясь такнмъ образомъ, что выражеше 

/^ йх ах 
%\щх \кх^х 

определяющее высш1й пред'Ьлъ численной величины Х-^1, мо- 
жетъ быть сд'блано по произволу малнмъ, мы по способу пре- 
дДловъ ваключаемъ, что X -*- 1 = о, а потому X — — 1, эдо 
я следовало доказать. 

Доказанное вами относительно предала значетй д-^ — \щ » 

при я: »= со противорАчитъ Формуле, предложенной Лежандромъ 
для приближеннаго опред%лен1я числа простыхъ чиселъ мень« 
мшхъ даннаго. По его мн^вхю, при х большомъ значен1е 9(^) 
можетъ быть определено съ достаточною точностш уравнешемъ 

' ?(^) = \щ X — 1,08866* 

Но отсюда для предала -^ — 10^ о; при я; = со находимъ 
— 1,08366, вм4сто — 1. 

На основаши теоремы П можно показать высш1й пред'Ьлъ 



^ 
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точвости, съ которою 9(^), опред^яющая число проетнхъ 
чиселъ хеньшвхъ х, иожетъ быть представлена вавою лвбо 
данною фунЕщею (х. При этюмъ разность (х — ^х) мн будемъ 
сравнивать съ вырахешями 

X X X ^ 

И для сокращешя будемъ называть А волнчествомъ порядка 
5 если отношеше А гъ т—щ- при а? =« со будетъ со для 



т > п и о длл т<.п. Условивщись въ этомъ, мы докажемъ 
сл^Ьдующую теорему: 

1У. Теорема. Если выраженге 

1ое"а? /г /Д^ сГа; \ 

X \ ' У 2 1о8 х)^ 

при х= оо имгьеть предтммъ количество конечное или без^ 
конечность^ то ^х не можетъ представить ^{х) впгрно до ко* 

личествъ порядка т-^ включительно. 

Доказательство. Пусть будетъ Ь пред4лъ, къ которому 
значеше 

приблиакается съ приблихен1емъ л; въ со. Количество X,' не 
будучи О по ноло2кен1ю, можетъ быть или волнчествомъ поло- 
жительннмъ, или отрицательныъ. Мы его предполохимъ волн- 
чествомъ положительнымъ; но суждетя наши безъ затрудненш 
прилохатсд и къ случаю X < 0. 
Если значеше 

съ приблихешемъ о? въ со имАетъ пред'Ьломъ X, большее Оу 
то мы найдемъ число ^ столь большое, что для х > N зна- 

чен1е —^ \[{х) — / 1^г^ останется постоянно бол4е н4- 

хотораго полохителънато воличества I. Сл-Ьд., предполагая 
лр > 2\Г, мы будемъ имФть 
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Но по П теореи'Ё, ваЕъ бы а= у ни было надо, дая без- 

конечнаго множества чиселъ будетъ ии'Ьть м^Ьсто такое нб<* 
равенство 

которое даетъ 

ЧТО ПО умножеши на -^— и по подожешю а = "о" оуде тъ 

а отсюда, всл^Ьдст1е неравенства (5) вызсодитъ 

Но это это неравенство, существуя вм^т^Ь съ неравенствами 
(5) и (6) для безБОнечнаго множества чиселъ, по причине 

-^ > О, обнаруживаетъ, что пре^^блъ 

при ^ = со не есть нуль. Если же этотъ предФлъ отличенъ 
отъ О, то разность /'х — ^х по сделанному нами опред&ю- 

шю есть Еоличество порядка |^^ или нисшаго; и, слфд., 1^(х) 

разнится съ 9 (^) или воличествомъ порядка |--^ или по- 
рядка нисшаго, что и сл']^довало доказать. 

На осяоваши этой теоремы мы узнаёмъ, что Формула Ле- 

X Уов^л— 1,08366 ^ ^Щх) ' ' 

при х^ оо им^етъ предЪломъ величину 0,08366, не можетъ 
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внрахать 9(^), число просткхъ чиселъ, меньшихъ гг, в^^рно 
до количествъ порядка -,— ^ включительно. 

Также не трудно показать на основанш этой теоремы ве- 
личины постоянныхъ Л и Ву при которыхъ Функц1Яхгг5 мог- 
ла бы выражать ф (х) в4рно до количествъ порядка у-^ вклю- 
чительно. По предыдущей теорем'Ь ташя величины Л и Б дол* 
жны удовлетворять уравненш 

Но разложешемъ-^р-^ — ^ въ рядъ нахрдимъ 

X 1 X В X В^ X 

•- 



Интегрируя же / ^ р^ по частямъ, имЪемъ 

/^ X Х^ X ^ /^ €[Х р 

Всл'бдетвхе чего предыдущее уравнеше изм^Ьняется въ сл'б- 
дующее 

I X В X Б- ж 



'*'^- )""^~1 ^ X оГ_?5__С/\ ^ ' 

1о§ X ^ \о%^х ] |1о^за; / ^ ж=оо 

|[Т0 приводится въ такому уравненш 

в» 1 



,(]-1)108а.-(^-ы) 
^ 1ое^д; /« ^х /^1о8* 

X ^ ^\о%^х X ':г«=оо 



Зам'&чая же, что зд'Ьсь вс% члены, начиная еъ третьяго, при- 
ближаются къ О съ увеличешемъ х, мы убеждаемся, что это 
уравнеше можетъ быть удовлетворено только предположешекъ 

4— 1 - о, ^-^ 1 = 0. Откуда ^ = 1, Б = — 1. 
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Итакъ, изъ ФунЕЩй вида ^^^^^_^д одна Функщя ^^^ /_ ^ 



X 



могла бы ввразить ф (х) в^Брно до Еоличествъ порядка . , 

включительно. 

Что же дасается до выбора ФунЕЦш, наиближе выражаю- 
щей ф (х), число простыхъ чиселъ, меньшихъ даннаго числа, 
то относительно ея можно доказать таную теорему. 

У. Теорема. Если фуи/кцгя ф {х\ опредгьАянтая число про- 
спшхъ чиселъ меньшихъ х^ можетъ быть выражена впрно до 

количеетвъ порядка т—^ включительно алгебраически въ х^ Ход 

х^ &^ , то такое выраженье ея есть 

X \.х 12.Л 1.2.3... (п — 1)х 

1о8 X \(^^х \щ^х * * * \о^х 

Доказательство. Пусть будетъ [(х) та функдхя, которая, 
заключая алгебраически х, 1о§ х^ е^ , выражаетъ ф (х) вЪрно 

до Еоличествъ порядка т^ включительно; выражеше 

1о8^Д? Г ^/ ч X \л 1.2.а? 1.2-3 .. .(П"-1)а? "| 

X [ ' ^ ^ \о^х Хо^'^х 1о8^а; * * " \о^х ^ 

съ увеличешемъ х должно приближаться еъ какому либо пре- 
д^Ьлу конечному или безБОнечио велиЕОму: ибо въ противному 
случае первая производная этого выражешя съ увеличен1емъ 
^г до со мЬияда бы свой знаЕъ безконечное число разъ; а это, 
какъ легЕО зам'Ьтить, не можетъ случиться съ функщею алге- 
браического отъ ж, 1о8 а?, ^ (*). 

(*) Что 1мгебраичеекая функцш отъ х^ \о% о?, перестаетъ менять свой 
анакъ ори х^ превосходящемъ нФкоторнй пред'Ьлъ, въ этомъ не трудно 
убедиться. Для функц1и ц^ой это ясно; внакъ такой функщя при довояь- 
яо бояьшомъ X будетъ зависать отъ одного члена вида ка^\ \щ ^"ав.^"'^ 
которнй не пеняет» знака ори х < 1.* Для всякой же другой алгебраиче* 
€кой функщи 1г, \о%х^^ которая пусть будетъ у, ато докажется такннъ 
образшсь. Функщя у вообще бу7(етъкорне11ъуравнен1Я11о7**-4-и,'у**~~*-1-^ 
•••1-им_1Х+«,„ = 0, и если « будетъ функш, долучаемая черезъ нскиь 
чеше у изъ предцдулцих) уравнен1я и первой производной его по я^ то 
функцш ио, и«| V, какъ цФлня, перестану тъ менять свой знакъ и обр»- 
лцмвся въ О при X превосходящемъ некоторый пред!Ьлъ, а при этою и у 
будетъ сохранять свой анакъ: ибо при величинахъ а;, необращажщнхъ 
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Итак!ь, для ф (х) необходимо будетъ 

^/ \ ^^ _Л! 1.3? 1.2д; 

'^^^ Хоах 1оег2ж 



Но съ другой стороны не трудно убедиться, что 






= 0, 

Д5=00 



^ 1.2 . . (п— 1)а ; /я? Да? У| 

а это уравнеше, слохенное съ предыдущимъ, даетъ 

««гьв:^(даг)-г,-^)1 =х. 

I а; \ ' ^ г / 2 1о8 хулх=оо 

Но такъ кавъ, по нолохенш, /'л? вырахаетъ ф (^) вЪрно до 
количества порядка т~д- включительно; а по иредндущей тео- 
реме это не хожетъ ин^ть н'Ьсто, если пред'Ьлъ значешя 

при л; = оо не есть 0. Сл[%д., X = О, и уравнеше (7) даетъ 

,. ( 1ой"а5г ^г ч X 1.x 1.2.Д: 

^ X I ' ^ ^ Ь^аз \о^^х \о^*х 

а это показываетъ, что функщя 

X 1,х 1.2 ж 1.2.8. •.(♦!— 1)ж 

1о^ Л5 1ов2я? 1о8^ж * " * 1ов'*а? 

не разнится съ ^х количествами порядка г— я~ ^ низшими, и, 
сд^Ьд., что она подобно ^х мохетъ ВБфаяшть ф (л;).в%рно до ко* 

V въ нуль, ве можетъ им'Ьть уравневЕв раввнхъ корвей; а при веравен- 
ств*! корвей звакъ одвого изъ ввхъ можетъ перем^ввться только еъ пе- 
ремФвою звака Ио влв и^^. Это свойство можетъ бнть также доказано н 
для мвогвхъ кругвхъ фуввтцй, в ва вс^ этв Ф7ВКЦ1Я будетъ распростра- 
ятьсд теорема У и заключев1Я^ изъ вея внтева1>Щ1Я. « 
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личествъ порядка -^--^^- включительно, что и требовалось до- 

казать. 

На основанш довазапной нами теоремы иы зав1ючаемъ, что 
если 9(х), Функщя, опред'&ляющая число лростнхъ чисел^ 
меньшихъ х^ можетъ быть выражена алгебраически въ ^, 1об х, 

е в*рно до количествъ яорядЕовъ ^-|-,^,^^, , 

включительно; то такое вырахенхе ея есть 



\о^х \щх 1о8*л? 10^33 1о8*ж \о^^х '*" 

Л такъ какъ эти Функщи суть ни что иное, какъ значенхе инте- 

ТО вовсъхъ этвхъ предположвн1яхъ интегралъ \-^ — будетъ 

выражать 9(^) в^рно до количествъ такого порядка, до какого 
она способна выразиться алгебраически въ х^ 1од х^ в^. Что 

интегралъ Ду— ^ри ^ бо'льшом^ выражаетъ довольно близ- 
ко число простыхъ чисел ъ, меньшихъ х^ въ этомъ мы легко 
уб&кдаемся помопцю таблвцъ простыхъ чиселъ. Но эти та- 
блицы, доселЪ составленння, слилпсомъ малы, чтоб ы видеть изъ 

2у— предъ Формулою Лежандра 
или подобными ей. Въ пред^^лахъ этвхъ таблицъ 



10» ж— 1,08366 

ГБ^' 1о(; х- 1.08366 ^*"<» ^^'^'^'^'^ =<> 1«»ность ихъ 
-—— - — ; лоББг — /-1 — 1им4я тшшит при х-^ е \ 0,0вЗб6 / 

10{5 Я5 — 1,08366 /аЬ^л; *^ 

»=' 1247646, посл^Ь 9его постоянно возрастаетъ до со и при 
X > 10000000 получаетъ уже довольно большую величину. При 
этихъ-то величинахъ х можно будетъ обнаружить преимущество 

*^Р^™ У^ДереДь ^^^^Д 08366 ' ^^ ^^^ ^'^^'^ потребна 
таблица простыхъ чиселъ гораздо обширнее тЪхъ, который мы 
до сихъ поръ вм^Ьемъ. 

Принявши для прибляженнаго опредФлешя ^(х) интегралъ 
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У1б~^ » мы должны будеиъ изм1^нвть всФ Формухы Лежандра, 

выведенныя имъ въ предположен1и ^(х) = = ИГТ'овЭбб'^*^^" 

мулы наши будутъ не сложн'Ье его. Въ сл^^дствхе же довазан- 
ннхъ нами теоремъ он1^ должны быть блвже къ истине. 

Для прим^^ра мы найдемъ зд'Ьсь приближенныя Формулы 



1. _к ± 1- ^^ 

1\ /- 1\ /- 1\ Л 



при X большомъ. 

Для опред'Ьлен1я перваго мы зам^чаемъ, что по нашему зна- 
хоположетю будетъ 

2 3 "^ 5 X ^^о ^ 

ибо 9(^), означая чвсло прскстыхъ лисель меныпихъ х^ въ раз- 
ности 9 (^-*-1) — фС^) даетъ О, когда х число составное, и 1, 
когда оно простое. 

Предполагая X числомъ больпгамъ, нааовемъ X какое ни- 
будь число менФе X, но еще довольно значительное, дабн въ 
дред^Ьлахъ х = \жх^Х^ъ1и могли еъ достаточною точноспю 

зам^Ьнить 9(^) цнтеграломъ /-Т — • Въ этомъ предположеши 
предыдущее уравнеше напишется тавъ 

2 3 5 -^Х ^^2 

Зам'Ьняя же зд^ь во второй сумм^^ ^{х) интеграломъУ-^— ^ 
я«4демъ 

1 1,1 _^ 1 ^^ Уд?-Ы)-у(а?).^ ^ /х 1оиа?' 
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л?-!-* (1д; * ^ 



Но върно ДО количества порядка — интегралъу 5 — мо- 
жетъ быть зам'Ьненъ выражешемъ т— ^9 и съ такою же точно- 

СТ1Ю сумма 2 — ^ — можетъ быть замена интегра^юмъ 



У 



X их 



\ х\о%х 



Но такою перем'^^ною предыдущее уравнеше приводится въ 
следующему 

1 1 1=^'^^""^ф(-*-1)— фж А их 

2 3 X д.^2 ^ ^\xЪ^^x' 

что по выполнеши интегрпрован1я даетъ 

Т-*-Т-*-Т-^ -^х ,2, X ^^ ^ ^ИоеХ-нПоеХ, 

ИЛИ 

^-^у-^^-^••••-^^=/^-^"^8^' ^^^ 

полагая О равнымъ количеству 2 ^^ — 1 1о8 \ не 



л X 

х=2 



зависящему отъ X 



Вотъ уравнен1е, которое по опред-бленхи постоаннаго С, мо- 
жетъ намъ служить для приближепнаго вычислен1я суммы 



111 1 

2 8 5 Х' 



когда X велико. 



Наше выражен1е этой суммы проще выражен1а ея у Лежандра ^ 
которое такого вида 

^-+-у-+-у-4-....-ь-^ = 1о8 (Н X— 0,08366)4-0. 
Теперь лереходимъ въ опред'^^лешю произведет! 
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- ('-1)0-1)('-1)-0Ч)=^. 

По1агаа ато произведение раввнжъ Р, в ваявъ логариФто 
отъ обЪихъ частей уравнепя 



1оеР-1ов(1 —|)-1- 108(1 -|)н-1ов(1 - 
....-10.(1 Ч> 



ЧТО иначе иапишетея тахъ 



Ь..Р— (1-1-1- ....-^)-^-1«.(1-^)- 
|-10,(._|)-А-108(.-^)-...-^-10<1-1). 

А 8д1|сь в^Ьрно до волвчеетвъ порядка ^ новеиъ закупить 
конечвнб радъ 

1-108(1 -^)-1-1.8(1 -1)^1^.08(1-1)-.. 

....-1-1.8(1-1) 
рядонъ безЕОпечнонъ 

1^,„8(1-^)-|-.^(1-|)-|-...(.-|)-.; 

ибо равноеть этихъ рядовь неныпе 

ял-''«(1-1ет)-ет-"«(1-Е15)- 

иеиьше интеграла / у! "^ -•- 1ое П — ^) 4г,- которнй 
ъ 1 — (X — 1)1о8(1 — у)» н котораго величина при I 
гонъ есть бевконечно жалое относвтвАно ^ пбрваго по- 
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Итакъ до количества порядка ^ въ предндущеиъ впраже- 
щи 1од Р иы мохемъ запенить конечную сумму 

|-н108(1 -|)^1ч-1ое(1 _1.)ч-|-н 108(1 -|)ч-. 

....-4-^-1-108(1-1) 
безконечнннъ рядонъ 

1-.-108(1-|)-н|^108(1-|)^|-108(1-1)^.., 

И называя для сокращешя величину послЪдняго черезъ С, мы 
предыдущее внражеше 1од Р представимъ такъ 
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я^ + 2ву*; 1045-1-1, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 21, 25, 27, 31, 35, 37, 43, 45, 47, 49, 51, 63, 71, 

75, 81, 85, 93. 



а?Ч-29у»; 116я-ЬТ, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 19, 25, 27, 31, 33, 39, 43, 45^ 47, 49, 53, 56, 57, 

65, 75, 79, 81, 93, 95, 99, 109. 

«3-1- ЗОу^»; 1205 4-1, И, 13, 17, 23, 29,*31, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79,. 101, 113. 



ж*-|-31у2; 1245 4-1, 5, 7, 9, 19, 25, 33, 35, 39, 41, 45, 47, 49, 51, 59, ]&3, 67, 69, 71, 81, 
87, 95, 97, 101, 103, 107, 109, 111, ИЗ, 121. 

х^»-!- ЗЗуЗ. |32е 4- 1. 7, 17, 19, 23, 25, 29, 37, 41, 43, 47, 49, 59, 65, 71„79, 97, 101, 119, 127. 



л»4-34у»; 1365 4-1, 5, 7, 9, 19, 23, 25, 29, 31, 33, 35, 87, 39, 43, 45, 49, 59, 61, 63, 67, 
71, 79, 81, 83, 89, 95, 109, 115, 121, 123, 125, 133. 



а;'-|-35уа; 1405 4-1, 3, 9, 11, ПЗ, 17, 27, 29, 33, 39, 47, 51, 71, 73, 79, 81, 83, 87, 97, 99, 
103, 109, 117, 121. 



а;^-|-37|Л 1485-1-1, 9, 15, 19,' 21, 23, 25, 31, 33, 35, 39, 41, 43, 49, 51, 53, 55, 59, 65, 73, 
77, 79, 81, 85, 87, 91, 101, 103, 119, 121, 131, 135, 137, 141, 143, 145. 



.с»-|-38у«: 1525-)- 1, 3, 7, 9, 13, 17, 21, 23, 25, 27,. 29, 37, 39, 47,49, 51, 53, 55, 59, 63, 
67, 69, 73, 75,*81, 87, 91, 107, 109, 111, 117, 119, 121, 137, 141, 147. 



х='-{-39|/-: 1565 4-1, 5, 11, 25, 41, 43, 47, 49, 55, 59, 61, 71, 79, 83, 89, 103, 119, 121, 125, 
127, 133, 137, 139, Н'.К 



л»-|-41»Л 1645 4-1, 3, 5, 7, 9, И, 15, 19, 21, 25, 27, 33, 85, 37, 45, 47, 49, 55, 57, 61, 63, 
67, 71, 73; 75, 77, 79, 81, 95, 99, 105, 111, ИЗ, 121, 125, 133, 135, 141, 147, 151. 



д:* + 42»'( 1681 + 1, 13, 17, 23. 1», 29, Я!, 41, *Я, М, Ю, 58, 81, 67. 71, 88, 8», йо, ПН, 
121, 131, 14Й. те, 163. 

^'4-43»'; 171« + 1. в, 11. 13. 15, 17, 21, ИЗ, 25, 31, 35, *1, *7, 4В, 53, 57, 69. в!, 7», в1, 
83, 87, 95, 97, 99, 101, 10В, 107. 109. 111. 117. 1Й1, 127, 133. 136, 139, 143, 145, 
153, 165, 1В7, 189. 

а'+4в1Г»; 1в4<+|, 5, 9, И, 19, 21, 25, 31, 37. ав, 41, 43, 46, 47, 49, 61, 53, 55. 1Я. 67, 
71. 78, 81. 88, 87, 91. 95. 99, 105. 107, 109, 119. 121, 125, 127. 149, 151, 1М, 157, 
169, 171, 177, 181. 

*■ + *'»'; 1Вв« + 1, 3, 7, 9, 17, 21, 25, 27, 37, 49, 61, 53, 55, 59. 61. 68, 65, 71. 76, 79. 
81, 83, 89, 95. 97, 101. 103. 111, 115, 119, 121, 131, 143, 145, 147, .149, 153, 155, 
167. 157, 159. 165, 169, 178, 175, 177, 183. 

а' + 51^; 2041 + 1, в. 11, 13, 19, 28, 26, 29. 41. 13. 49, 55, 66. 67, 71. 95, 103, 107. 113, 
116. 121. 1^, 127, 131, 1*3, 1+6, 161, 167, 167, 169, 173, 197. ' 

л" + 531*; 2121-1-1. 3. в, 13. 17, 19, 28, 25, 27, 29, 31, 35, 37. 3». 49. 51, 56, 67, 67, 69, 
71, 75, 77, 79, 81, 83, 87. 89, 93, 97, 103, 106, 111, 118, 117, 121, 127, 139, 147, 
149, 161, 153, 166, 167. 169. 171, 179. 191, 197, 201, 206, 207. 

1' + И1';220» + 1, 7, 9, 13, 17, 81, 43, 49, 57, 57, 59, 63, 69, 71, 73, 81, 83, 87. 89, 91. 
107, 111, 117, 119, 123, 127, 141, 153, 159, 107, 169, 173. 179. 181, 183, 191, 193, 
197, 199. 201, 217. 

а' + 57#*1218* + 1, II, 33. 25, 29, 31, 35. 41, 17, 49. 53, 61. 66. 67, 73, 79. 83, 85, 89, 
91, 103, 118, 11Э, 121, 127. 131, 151, 157, 169, 173, 185, 191, 211, 215, 221, 

1* + 58^:232(4-1, 9, 15, 21, 35, 31, 33, 35, 37, 39, 47, 49, 51. 55, 67, 69, 61, 65, 67,69, 
77. 79, 81, 83. 85, 91. 95, 101, 107. 116, 119, 121, 123, 127. 129, 133, 136. 139, 
143, 167. 159, 161, 169, 179, 187, 189, 191, 206, 209, 213, 216, 219, 221. 32,% 227, 
229. 

1' + 5в(,'^ 23(1 + 1, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 19, 21, 26, 27, 29, 36, 41, 45, 49, 51, 53, 57, 63, 
71, 76, 79, 81, 85, 87, 95, 106, 107, 119, 121, 123, 126, 127, 133, 135, 137, 139Л43, 
145, 147, 1БЗ, 159, 163. 167, 169, 171, 176, 181, 189. 193, 107, 199, 203, 206, 313, 
223. 225, 

1' + в1^;244/ + 1, 5, 7, 9, 11, 13, 23, 25, 31, 35, 41, 43, 45, 49, 51, 55, 67, 50, 63, 65. 
67, 71, 73, 77, 79, 81, 87, 91, 87, 99, 109, 111. 113, 116, 117. 121, 135, 137. 130. 
Ш, 143, 140, 161, 156, 159, 161, 169, 175, 191, 197, 205, 207, 211, 217, 223, 225, 

227, 229, 241. 

х' + П^; 2481 + 1, 8, 7, 9, 11, 13, 21, 26, 27. 29, 38, 87, 39, 41, 43, 47, 49, 53, «1, 68, 
71, 76, 77. 81. 83. 85, 87, 91. 95, 97, 99, 103, 111, 113, 116, 117, 121, 123, 129, 
139. 141, 148, 147, 169, 169, 176, 179, 181, .183, 189, 191, 193, 197, 203, 213, 226, 
229, 231, аЙЗ, 243. 

х' + «&у>:2еОй + и 3, 9, 11, 19, 23, 27, 29, 31, 33. 37, 43, 49, 57, 69, 61. 69, 71, 78, 81, 
87, 93, 97, 99, 101, 108, 107. 111, 119, 131. 127, 129, 137, 147, 151, 171, 177, 181, 
183. 193, 197, 207, 209. 218. 219, 239, 248, 268. 

я' + вв1/':2в4< + 1, 6, 7, 13, 17, 23, 25, 85, II, 47, 49, 68, 61, 66, 67, 77, 79, 88, 86. 91, 
91, 107, 109, 115, 119, Ш, 127, 131, 161, 161, 163, 169, 176, 191, 205, 221, 227, 
.233. 286. 246. 

х' + Ю^:1Ю: + 1, 9, 15, 17, 19, 21, 28, 25, 29. 33, 36, 37. 39, 47. 49, 56 59, 65, 71, 73, 
77, 81, 83, 89. 91, 93, 103, 107, 121, 133, 127, 120, 131, 136. 139. 149, 161. 153, 155. 
157, 169, 163, 167, 169, 171. 173. 181. 183, 189, 193, 199, 205, 207, 211, 315, 217. 

228. 326, 327, 237, 341, 3№. 257, 361, 368, 265. 

I" 4- ее*"; М^г + 1, 5, 7, 18, 17, 19, 25, 36. 13, 47, 19, 53, 69, 65. 67. 71, 78. 70, 86, 89, 
91, 96, 103, 113, 119, 121, 135, 131, 133, 187, 149, 167. 169, 17.'>. 179, 198, 199, 315, 
231, 235, 289, 246. 217, 265. 

^' + 70**; 2801 + 1. О, 17, 19, 38, 37, 39, 13, 17. 53, 59, 61. 67, 69, 71, 73, 7!». 81, 87, 
03, 97, 1(11. 108, 107, 121, 123, 131, 189, 143, 161, 163. 163, 167. 169, 171, 181, 
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аг»-|-71у»;2в4я-|-1, 3, 5, 9, 15, 19, 26, 27, 21», 37, 43, 46, 49, 57, 78, 75, 77, 79, 81, 88, 
87, 89, 91, 95, 101, 103, 107, 109, 114, 119, 121, 125, 129, 131, 186, 143, 145, 147, 
151, 157, 161, 167, 169, 171, 17Й, 185, 187, 191, 199, 215, 217, 219, 221, 223, 225, 
229, 231, 233, 287, 243, 245, 249, 251, 253, 261, 263, 267, 271, 273, 277. 

л» -}- 73г'; 2925 + 1, 7, 9, 11, 15, 25, 31, 37, 39, 41, 43, 47, 49, 51, 57, 59, 61, 63, 65, 69, 
77, 81, 83, 85, 87, 89, 95, 97, 99, 103, 105, 107. 109, 115, 121, 131, 136, 137, 139, 
145, 149, 151, 159, 168, 165, 167, 169, 173, 175, 179, 181, 191, 199, 201, 213, 217, 
221, 225, 237, 289, 247, 257, 259, 263, 265, 269, 271, 273, 275, 279, 287, 289. 

х-\-7^,296г-^\, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 23, 25, 27, 29, 31, 3.3, .39, 41, 45, 49, 56, 61, 65, 
67, 69, 79, 75, 79, 81, 87, 89, 93, 99, 103, 107, 109, 115, 117, 119, 121, 123, 125, 
1.33, 135, 137, 139, 143, 145, 147, 155, 165, 167, 169, 183, 191, 196, 199, 201, 205, 
207, 211, 219, 225, 233, 237, 239, 243, 245, 249, 253, 261, 276, 277, 279, 289. 

^' + 77г; зовя 4- Ь !*> *'>1 18, 17, 25, 27, 31, 37, 39, 41, 43, 47, 51, 53, 59, 61, 73, 75, 79, 
81, 93, 95, 101, 103, 107, 111, 113, 11.5, 117, 119, 128, 127, 129» 137, 141, 143, 145, 
151, 153, 169, 173, 177, 183, 199, 2П, 219, 221, 223, 225, 239, 241, 243, 251, 263, 
279, 285, 289, 293, 297, 303. 

х»-|-7ву»; 312* + 1, 19, 25, 29, 35, 37, 41, 47, 49, 53, 55, 67, 71, 77, 79, 85, 89, 101, 103, 
107, 109, 11,5, 119, 121, 127, 1.81, 1.37, 155, 161, 163, 167, 173, 179, 187, 199, 216, 
217, 229, 239, 251, 253, 269, 281, 289. 295, 801, 305, 307. 
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а;^ + 79?Д 3165 + 1, 6, 9, 11, 13, 19, 21, 23, 25, 31, 45, 49, 51, 56, 65, 67, 78, 81, 83, 87, 
89, 96, 97, 99, 101, 106, 111, 115, 117, 119, 121, 123, 125, 129, 131, 141, 143, 161, 
155, 159, 163, 167, 169, 171, 173, 177, 179, 181, 183, 189, 203, 207, 209, 213, 223, 
225, 231, 239, 241, 245, 247, 253, 255, 257, 259, 263, 269, 273, 276, 277, 297, 281, 
283, 287, 289, .301, 309, 313. 

• 

.с» + 822^: 3285 4- 1, 7, 9, 13, 15, 25, 29, 33, 43, 47, 49, 51, 53, 65, 57, 59, 68, 69, 71, 73, 
79, 81, 83, 86, 91, 93, 95, 101, 105, 107, 109, 111, 113, 115, 117, 121, 131, 135, 139, 
149, 161, 155, }57, 163, 167, 169, 175, 181, 183, 186, 187, 191, 196, 199, 201, 203, 
209, 226, 229, 231, 2.39, 231, 289, 241, 261, 263, 261, 263, 267, 283, 289, 291, 293, 
297, 301, 305, 307, 309, 311, 317, .323, 326. 

л» + 83.У»; 332 + 1, 3, 7, 9, 11, 17, 21, 28, 25, 27, 29, 31, 33, 37, 41, 49, 51, 69, 61, 63, 66, 
69, 75, 77, 81, 87, 9.3, 96, 99, 109, 111, ИЗ, 119, 1^1, 123, 127, 131, 147, 161, 163, 
161, 167, 169, 173, 175, 177, 183, 187, 189, 191, 193, 195, 197, 199, 208, 207, 216, 
217, 225, 227, 229, 231, 2.35, 241, 243, 247, 258, 269, 261, 266, 276, 277, 279, 285, 
287, 289, 293, 297, 313, 317, 319, 327. 



х'-\-Я$у»; 3405 + 1, 9, 11, 21, 81, 37, 39, 43, 47, 49, 67, 67, 69, 71, 73, 79, 81, 83, 87, 89, 
91, «7, 99, 101, 103, 113, 121, 123, 127, 131, 133, 189, 149, 169, 161, 169, 173, 177, 
183, 189, 193, 197, 199, 203, 211, 22.3, 229, 231, 233, 247, 268, 277, 279, 281, 287, 
299, 307, 311, 313, 317, 321, 327, 333, 337. 



х^» 4- 8^; 3445 4-1, 3, 6, 9, 15, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 37, 41, 45, 47, 49, 61, 57, 61, 
69, 75, 77, 79, 81, Я5, 89, 91, 93, 95, 97, 108, 111, 116, 121, 123, 126, 127, 131, 135, 
141, 143, 145, 147, 149, 168, 165, 157, 163, 167, 169, 171, 179, 183, 185, 19,3, 206, 
207, 211, 225, 227, 281, 236, 237, 239, 243, 245, 255,. 261, 271, 273, 277, 279, 281, 
285, 289, 291, 305, .309, 311, .323, 331, 333, 337. 



х^-\-В7у^;34В2-\-\, 7, 13, 17, 25, 41, 47, 49, 67, 77, 89, 91, 95, 101, 108, 109, 113, 116, 
119, 121, 131, 137, 1,39, 143, 151, 155, 169, 175, 181, 185, 187, 191, Ш). 215, 221, 

^ 223, 241, 251, 263, 265, 269, 275, 277, 283, 287, 289, 293, 295, 306, 811, 313, 317, 

325, 329, 348. 



«^4-89?^ 3635 4-1, 3, 6, 7. 9, 15, 17, 19, 21, 23, 26, 27, 31, 36, 43, 46, 49, 61, 63, 67, 59, 
63, 69, 73, 75, 81, 83, 8.5, 93, 95, 97, 103, 105, 109, 115, 119, 121, 126, 127, 129, 
133, 135, 143, 147, 151, 163, 165, 157, 159, 161, 163, 169, 171, 173, 176, 177, 189, 
191, 207, 211, 215, 217, 219, 225, 233, 239, 248, 245, 249, 266, 267, 266, 269. 277, 
279, 286, 289, 291, 296, 301, 3^9, 315, 317, 319, 323, 327, 343, 864. 



л«4- »Ь/*: 3645 4-1, 6, 7, 9, 19. 28, 25, 29, 31, 33, 41, 43, 46, 47, 51, 58, 69, 73, 79, 81, 
83, 89, 95, 97, 107, 111, ИЗ, 121, 126, 127, 146, 166, 166, 167, 171, 179, 188, 187, 
189, 191, 201, 205, 207, 211, 213, 215, 223, 225, 227, 229, 233, 236, 241, 255, 261, 
263, 266, 271, 277, 279, 289, 298, 296, 303, 307, 309, 327, 347, 349, 863, 361. 



л'4- 9^'. 372^4-1, 17, 26, 29, 35, 48, 47, 49, 58. 66, 59, 66, 71, 77, 79, 89, 91, 96, 97, 
Л07, 109, 115, 121, 127, 181, 133, 137, 139, 143, 151, 157, 161, 169, 186, 191, 193, 
199, 206, 209, 223, 227, 247, 253, 259, 269, 271, 287, 289, 299, 305, 311, 381, 335, 
349, 363, 359, 361, 366, 367. 
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), 103, 107. к». 14, 117, 119, Ш, 123, 1 



аш. 821, 2*6, 327, 22И, «Ив, 2 



, 17.% 177. 17», 181. 18в. 187. 1И. 203. 30». 21 
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+ 1, 7, 9, 15. 19, 28, 26, 33, 39, 4», 51. 63, Ш, .■>». в1. 88, 66. 
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г» - 14у-; 565 + 1, 5, 9, 11, 13, 25, 31, 43, 45, 47, 51, 55. 



х^ - 15г; 605 + 1, 7, 11, 17, 43, 49, 53, 59. 



^^ - 17?/; 685 + 1, 9, 13, 15, 19. 21, 25, 33, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 67. 



X' - 19у-; 7б5 + 1, 3, 5, 9, 15, 17, 25, 27, 31, 45, 49, 51, 59, 61 Г 67, 71, 73, 75. 
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я» - 29^=»; 1165 + 1, 5, 7, 9, 13, 23, 25, 33, 35, 45, 49, 51, 53, 57, 69, 63, 65, 87, 71, 81, 
91, 93, 103, 107, 109, 111, 115. 

аг» - ЗОу^; 1205 + 1, 7, 13, 17, 19, 29, 87, 49, 71, 83, 91, 101, 103, 107, ИЗ, 119. 

л» - 31зу»; 1245 + 1, 3, 5, 9, 11, 15, 23, 25, 27, 33, 41, 43, 45, 49,' 55, 69, 75, 79, 81, 83, 
91, 97, 99, 101, 109, ИЗ, 115, 119, 121, 123. 

ж* -- 33^; 1325 + 1, 17, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 49, 65, 67, 83, 91, 95, 97, 101, 103, 107, 
115, 131. • 

5г» - 34у»; 13б5 + 1, 3, 5, 9, И, 15, 25, 27, 29, 38, 87, 45, 47, 49, 55, 61, 75, 81, 87, 89, 
91, 99, 103, 107, 109, 111, 117, 121, 125, 127, 131, 133, 135. 

ж» - 35а^>; 1405 + 1, 9, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 83, 43, 59, 67, 73, 81, 97, 107, 109, 111, 117, 
121, 123, 127, 131, 139. 

ж» - 37^5^»; 1485 + 1, 3, 7, 9, 11, 21, 25, 27, 88, 41, 47, 49, 53, 63,.65, 67, 71, 73, 75, 77, 
81, 83, 85, 95, 99, 101, 107, 115, 121, 123, 127, 137, 139, 141, 145, 147. 



X» - 2»у\ 1525 + 1, 9, 11, 13, 15, 17, 23, 25, 29, 81, 35, 37, 43, 49, 58, 69, 71, 73, 79, 81, 
83, 99, 108, 109, 115, 117, 121, 123, 127, 129, 135, 137, 139, 141, 143, 151. 
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39»»; 1565 + 1, 5, 7, 19, 23, 25, 31, '35, 41, 49, 61, 67, 89, 95, 107, 115, 121, 125, 131, 
133, 18Г, 149, 151, 155. 
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41у»; 164; + 1, 5, 9, 21, 23, 25, 81, 33, 37, 89, 48, 45, 49, 51, 67, 59, 61, 73, 77. 81, / 
83, 87, 91, 108, 105, 107, 1ДЗ, 115, 119, 121, 125, 127, 131, 133, 139, 141, 143, 155, 
159, 1вЗ. 

42»»; 1ВВя-\-1, 11, 13, 17, 19, 25, 29, 41, 47, 53, 61, 79, 89, 107, 121, 127, 139, 143, 
149, 151, 155, 157, 167. 
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49у^; 172* -}- 1, 8, 7, 9, 13, 17, 19, 21, 25,^27, 39, 41, 49, 51, 53, 55, 57, 63, 71, 75, 
81, 91, 97, 101, 109, 115, 117, 119, 121, 123, 181» 133, 145, 147, 151, 153, 155, 
159, 163, 165, 169, 171. 



0^ - 4^; 184Ж + 1, 3, 5, 7, 9, 15, 21, 25, 27, 35, 37, 41, 45, 49, 53, 59, 61, 68, 73, 75, 
79, 81, 103, 105, 109, 111, 121, 123, 125, 131, 13.), 135), 143, 147, 149, 157, 159, 
168, 169, 175, 177, 179, 181, 183. 



и-»- 



47у»; \В»я-{-1, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 31, 35, 37, 39, 48, 49, 53, 61, 65, 67, 81, 
87, 89, 91, 97, 99, 101, 107, 121, 123, 127, 135, 139, 145, 149, 151, 153, 157, 163, 
165, 167, 169, 171, 173, 177, 179, 187. 



X' — 



51у2;204я + 1, 5, 7, 13, 25, 29, 31, 35, 41, 47, 4У, 59, 65, 79, 83, 91, 113, 121, 125, 
139, 145, 155, 157, 163, 169, 173, 179, 191, 197, 199, 203. 



г» - 53у^; 2121-1- 1, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 25, 29, 37, 43, 47, 49, 57, 59, 63, 69, 77, 81, 89, 

91, 93, 95, 97, 99, 105, 107, 113, 115, 117, 119, 121, 123, 131, 135, 143, 149, 153, 
155, 163, 165, 169, 175, 183, 187^ 195, 197, 199, 201, 203, 205, 211. 

а:^ _ 5^; 2205 -|- 1, 3, 9, 13, 17, 19, 23, 27, 39, 47, 49, 51, 57, 67, 69, 73, 79, 81, 89, 103, 

117. 131, 139, 141, 147, 151, 153, 163, 169, 171, 173, 181, 193, 197, 201, 203, 207, 
211, 217, 219. 

ж» - 57у'; 22Ве -\- 1, 7, 25, 29, 41, 43, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 71, 73, 85, 89, 107, 113, 

115, 121, 139, 143, 155, 157, 163, 167, 169, 173, 175, 179, 185, 187, 199, 203, 221, 
227. 

х^ - 58»^ 232я 4- 1» 3, 7, 9, 11, 19, 21, 23, 25, 27, 33, 37, 43, 49, 57, 61, 63, 65, 69, 71, 

75, 77, 81, 85, 99, 101, 103, 111, 121, 129, 131, 133, 147, 151, 155, 157, 161, 163, 

167, 169, 171, 175, 183, 189, 195, 199, 205, 207, 209, 211, 213, 221, 228, 225, 229, 
281. 
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59у»; 23вя -|- 1, 5, 9, 11, 17, 21, 23, 25, 29, 81, 39, 41, 48, 45, 47, 49^ 58, 55, 57, 67, 
81, 88, 85, 91, 99, 103, 105, 111, 115, 121, 125, 131, 133, 137, 145, 151, 153, 155, 
169, 179, 181, 183, 187, 189, 191, 193, 195, 197, 205, 207, 211, 213, 215, 219, 225, 
227, 231, 235. 

.с«- 61згЛ244х-|-1, 3, 5, 9, 13, 15, 19, 25, 27, 39, 41, 45. 47, 49, 57, 65, 73, 75, 77, 81, 
83, 95, 97, 103, 107, 109, 113, 117, 119, 121, 123, 125, 127, 131, 135, 1.37, 141, 147, 
149. 161, 163, 167, 169, 171, 179, 187, 195, 197, 199, 203, 205, 217, 219, 225, 229, 
231, 235, 239, 241, 243. 

X* - 62у', 248г + Ь »» 13, 15, 19, 21, 23, 25. 29, 33, 35, 87, 41, 49, 51, 53, 55, 59, 61. 
67, 77, 79, 81, 86, 97, 103, ИЗ, 117, 119, 121, 127, 129, 131, 135, 145, 151, 163. 
167. 169. 171, 181, 187, 189, 193, 195, 197, 199, 207, 211, 213, 215, 219, 223, 225, 
227, 229, 233. 235, 289, 247. 



X» - вV;260^:-[-1, 7, 9, 29, 38, 37, 47, 49, 51, 57, 61, 63, 67, 69, 73, 79, 81, 83, 93, 97, 
101, 121, 123. 129, 131, 137, 139, 159, 163, 167, 177, 179, 181, 187, 191, 193, 197, 
199, 203, 209, 211, 213, 223, 227, 231, 251, 253, 259. 

X* - вв^»; 2645 + Ь 5. 13, 17, 19, 25, 31, 41, 43, 49, 53, 59, 61, 65, 85, 95, 97, 103, 109, 
125, 139, 155, 161, 167, 169, 179, 199, 203, 205, 211, 215, 221, 223, 233, 239, 245, 
247, 251, 259, 263.' 
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67/^3. 268^- 4- 1, 3. 7, 9, 11, 17, 21, 25, 27, 29, 31. 83, 37, 43, 49, 51, 63, 65, 78, 75, 
77, 79, 81, 87. 89, 93, 95, «9, 111, 116, 119, 121, 129, 139, 147, 149, 153, 157, 169, 
173, 175, 179, 181, 187, 189, 191, 193, 195, 208, 205, 217, 219, 225, 231, 235, 237, 
239, 241, 248, 247, 251, 257, 259, 261, 265. 267. 



/"; 2765 + 1, 5, 11. 13. 17, 25, 31, 49. 53, 55, 65, 78, 83, 85, 89, 107, ИЗ, 121, 125, 
127. 138, 187, 189, 148, 149, 151, 155, 168, 169, 187, 191, 19«^ 203, 211. 221, 228, 
227, 245, 251, 259, 263, 265, 271, 275. 
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70?/2 280?-|-1, 3, 9, И, 17, 23, 27, 31, 33, 37, 51, 53, 61, 69, 73, 81, 83, 93, 97, 99, 
101, 111, 121, 127, 153, 159, 179, 181, 183, 187, 197, 199, 207, 211, 219, 227, 229, 
243, 217, 249, 253, 257, 263, 269, 271, 277, 279, 



х- - 1\у^ 284я-|- 1, 5, 7, 9, 11, 23, 25, 29, 31, 35, 37,- 39, 45, 47, 49, 51, 55, 57, 59, 
67, 73, 77, 81, 89, 99, 101, 109, 115, 121, ^Ч, 125, 125, 127, 129, 139, 145, 
157, 159, 161, 163, 169, 175, 183, 185, 195, 203, 207, 211, 217, 221, 225, 227, 
, -233, 235, 237, 239, 245, 247, 249, 253, 255, 259, 261, 273, 275, 277, 279, 283. 



63, 
155, 



'X- 



73, 292* -1-1, 3, 9, 19, 23, 25, 27, 35, 37, 41, 49, 55, 57, 61, 65, 67, 69, 71, 75, 77, 
79, 81, 85, 89, 91, 97, 105, 109, 111, 119, 121, 123, 127, 137, 143, 145, 147, 149, 
155, 165, 169, 171, 173, 181, 183, 187, 195, 201, 203, 207, 211, 213, 215, 217, 221, 
223, 225, 227, 231, 235, 237, 243, 251, 255, 257, 265, 267, 269, 273, 283, 289, 291. 



х' 



7%»; 296г ^- 1, 5, 7, 9, 13, 19, 25, 29, 33, 35, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 59, 61, 63, 95, 
69, 71, 73, 81, 91, 93, 95, 109, 117, 121, 125, 127, 131, 133, 137, 145, 151, 159, 163, 
165, 169, 171, 175, 179, 187, 201, 203, 205, 215, 223, 225, 227, 231, 233, 235, 237, 
245, 247. 219, 251, 253, 255, 261, 263, 267, 271, 277, 283, 287, 289, 291, 295, 

77//; 308г-; 1, 9, 1<}, 15, 17, 19, 23, 25, 37, 41, 53, 61, 67, 71, 73, 81, 83, 87, 93, 
101, 113, 117, 129, 131, 135, 137, 139, 141,- 145, 153, 155, 163, 167, 169, 171, 173, 
177, 179, 191, 195, 207, 215, 221, 225, 227, 235, 237, 241, 247, 255, 267, 271, 283, 
285, 285, 289, 293, 295, 299, 307. 

78/: 312г-[-1, 7, 11, 23, 25, 29, 31, 37, 41, 43, 49, 53, 59, 77, 83, 85, 89, 95, 101, 
'109, 121, 137, 139, 151, 161, 173, 175, 191, 203, 211, 217, 223, 227, 229, 235, 253, 
259, 263, 269, 271, 275, 281, 283, 287, 289, 301, 305, 311. 
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73, 
147, 
235, 
303, 



х* — 



ж» 



79]у»; 316гН- 1, 5, 7, О, 13, 15, 21, 25, 27, 35, 39, 43, 45, 47, 49, 59, 63, 65, 71, 
75, 81, 89, 91, 97, 101, 103, 105, 107, 117, 121, 125, 127, -129, 135, 139, 141, 
169, 175, 177, Ш, 187, 189, 191, 195, 199, 209, 211, 213, ^15, 219, 225, 227, 
241, 243, 245, 251, 253, 257, 267, 269, 271, 273, 277ч, 281, 289, 291, 295, 301, 
307, 309, 311, 313, 315. 

82?/; 328*4 1, 3, 9, И, 13, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 39, 49, 53, 57, 67, 69, ТЗ, 
75, 81, 85, 87, 93, 99, 101, 103, 105, 109, 113, 117, 119, 121, 143, 147, 149, 157, 
159, 169, 171, 179, 181, 185, 201, 207, 209, 211, 215, 219, 223, 225, 227, 229, 235, 
241, 243, 247, 253, 265, 259, 261, 271, 275, 279, 289, 293, 295, 297, 299, 301, 303, 
305, 309, 315, 317, 319, 325, 327. 

■ ■ ■ ... ■ -■ ■ ■ - — ■ — ■-^■. ■ I ■ -»■ ■■ I II» ,1, ■ ■■■^-■^ ■■■ ■•■■ ■■■ — ■ — ■■ 

83/; 332г -1-1,9, 15, 17, 19, 21, 25, 29, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 47, 49, 55, 61, 65, 67, 
69, 71, 77, 79, 81, 91, 93, 103, 107, 109, 113, 115, 121, 135, 139, 143, 153, 155, 
159, 161, 163, 169, 171, 173, 177, 179, 189, 193, 197, 211, 217, 219, 223, 225, 229, 
239, 241, 251, 253, 255, 261, 263, 265, 267, 271, 277, 283, 285, 289, 291, 293, 295, 
297, 299, 303, 307, 311, 313, 315, 317, 323, 331. 



х'.- 85»/; 340х -[- 1, 3, 7, 
107, 111, 113, 121, 
189, 191, 193, 197, 
283, 291, 303, 313, 



9, 19, 21, 23, 
133, 143, 147, 
207, 219, 227, 
317, 319, 321, 



27, 37, 49, 57, 59, 63, 66, 73, 81, 89, 97, 
149, 151, 161, 163, 167, 169, 171, 173, 177, 
229, 2^3, 239, 243, 251, 259, 267, 271, 277, 
331, 33;5, 337, 339. 



101, 
179, 
281, 



ж'» 



86/; 344* -\' 1, 5, 7, 
69, 71, 77, 81, 83, 
157, 159, 169, 175, 

- 247, 251, 259, 261, 
305, 307, 309, 315, 



9, И, 17, 25, 
85, 93, 97, 99, 
135, 187, 191, 
263, 267, 273, 
31^, 327, 333, 



29, 35, 37, 39, 41, 45, 49, 55, 57, 59, 61, 63, 67, 

107, 119, 121, 125, 139, 141, 145, 149, 151, 153, 

193, 195, 199, 203, 205, 219, 223, 225, 237, 245, 

275, 277, 281, 283, 285, 287, 289, 295, 299, 303, 

335, 337, 339, 343. 



X* 



X' 



87//; 3485-1-1, 13, 17, 19, 23, 31, 35, 41, 43, 49, 55, 59, 71, 77, 79, 83, 89, 91, 101, 
107, 109, 113, 121, 127, 137, 163, 167, 169, 179, 181, 185, 211, 227, 235, 239, 241, 
247, 257, 259, 265, 269, 271, 277, 289, 293, 299, 305, 307, 313, 317, 325, 329, 331, 
335, 347. 

89г: 3565-1-1, 5, 9, 11, 17, 21, 25, 39, 45, 47, 49, 53, 55. 57, 69, 71, 73, 79, 81, 85, 
87, 91, 93, 97, 99, 105, 107, 109, 111, 121, 123, 125, 129, 131, 133, 139, 153, 157, 
161, 167, 169, 173. 177, 179, 183, 187, 189, 195, 199, 203, 217, 223, 225, 227, 231, 
233, 235, 245, 247, 249, 251, 257, 259, 263, 265, 269, 271, 275, 277, 283, 285, 287, 
289, 299, 301, 303, 307, 309, 311, 317, 331, 335, 339, 345, 347, 851, 355. 

%\у^; 3645+ Ь 3, Б, 9, И, 15, 17, 25, 27, 29, И, 45, 53, 63, 67, 71, 75, 81, 87, 99, 

■ 103, 113, 115, 121, 123, 125, 131, 135, 139, 143, 145, 151, 159, 163, 165, 175, 1^9, 

199, 201, 205, 213, 219, 221, 225, 229, 233, 239, 241, 243, 245, 249, 251, 261, 265, 

277, 283, 289, 291, 293, 311, 319, 323, 331, 335, 337, 339, 347, 349, 353, 355, 359, 

361, 363. 



■ 



Й 



ш 



— 20 



гг* — 93?/"; 372* -|-1, 7, 17, 19, 23, 25, 29, 49, 53, 65, 07, 77, 83, 89, 97, 103, 109, 119, 

121, 133, 137, 157, 101, 103, 167, 169, 175; 179, 185. 186, 193, 197, 203, 205, 209, 

. 211, 215, 235, 239, 251, 253, 263, 269, 275, 283. 289, 295, ^305, 307, 319, 323. 343, 
347, 349, 358, 355, 361, 365^ 371. 



<5, 



ее''. - 94у'; 376г+ 1, 3, 6, 9, 13, 15, 17, 23, 25, 27, 29, 31, 39, 45, 49, 51, 59, 65, 69, 

>7, 81, 83, 85, 87, 89, 93, 97, 109, 115, 117, 121, 125, 127, 1:и, 133, 135, 145, 147, 

151, 153, 155, 167, 179, 187, 189, 191, 195, 199, 207, 209, 21^1, 223, 225, 229, 231, 

. 241, 243, 245, 249, 251, 255, 259, 261, 267, 279, 283, 287, 289, 291, 293, 295, 299, 

301, 307, 311, 317, 325, 327, 331, 337, 345, 347, 349, 351, 353, 359, 361, 363, 367, 

' ' 371, 373, 375. 



X' — 



95У^: 380:? + 1, 7, 9, 13, 23, 29, 31, 
83, 87, 91, 97, 101, 113, 117, 121, 
207, 211,^ 217, 229, 231, 257, 259, 
317, 319, 321, 827, 329, 331, 3:13, 



33, 37, 43, 47, 49, 51, 53, 59, 61, 63. 71, 7», 81, 
123, 149, 151, 163, 1^9, 173, 179, 187, 193, 201, 
263, 267, 279, 283, 289, 293, 297, 299, 301, 309,^ 

337, 343, 347, 349, 351, 357, 367, 871, 373, 379. 



97«уа: 388? ^Ь 3, «9, -11, 2й, 27, 31, 
89, 91, 93, 95, 99, 101, 103. 105, 
151, 159, 161, 163, 167, 169, 183, 
227, 229, 237, 241, 243, 247, 255^ 
293, 295, 297, 299, 303, 307, 309, 
357, 361, 363, 377, 379, 385, 387. 



33. 35, 43, 47, 49, 53, 61, 1)5, 73, 75, 79, 81, 85, 
109, 113, 115, 119, 121, 129, 133, 141, 145, 147, 
185. 191, 193, 195, 197, 203, 205, 219, 221, 225, 
259, 267, 269, 273, 275, 279, 283, 285, 287, 289, 
313, 315, 323, 327, 335, 339, 341, 345, 353, 355, 



101?у»: 404^ -}- 1, б, 9, 13, 17, 19, 21, 23, 25, 31, 33, .37, 43, 45, 47, 49, С5, 75, 77, 
81, 83, 85, 91, 97, 99, 105, 107, 115, 117, 121, 123, 125, 1.31, 137, 153, 165, 157, 
159, 165, 169, 171, 177, 179, 181, 183, 185, 189, 193, 197, 201, 203, 207, 211, 215, 
219, 221, 223, 225, 227, 233, 235, 239, 245, 247, 249, 251, 267, 273, 279, 281, 283, 
^87, 289, 297, 299, 305, 307, 313, 319, 321, 323, .327, 329, 339. 355, 357, 359, 361, 
367. 371, 373, .379, 381, 383, 385, 387, 391, 395, 399, 403." 
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